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І І В Е Д Е П І Ё » 

b e e , ч т о м о ж н о у в е л и ч и в а т ь и у м е н ь ш а т ь , м ы н а з ы » 
й а е м ъ величиною. Т а к ъ н а п р , р а з л и ч н ы я с в о й с т в а т ѣ л ъ : 
т в е р д о с т ь , у п р у г о с т ь , в ѣ с ъ , п р о т я ж е н і е и д р у г і я м о -
г у т ъ б ы т ь р а з с м а т р и в а е м ы к а к ъ в е л и ч и н ы , п о т о м у ч т о 
Тѣла м о г у т ъ и м ѣ Т ь б о л ь ш у ю и л и м е н ь ш у ю т в е р д о с т ь , 
б о л ь ш у ю или м е н ь ш у ю у п р у г о с т ь , б о л ь ш і й и л и м е н ь -
ш і й в ѣ с ъ , б о л ь ш е е или м е н ь ш е е п р о т я ж е н і е . У ч е н і е о 
в е л и ч и н а х ъ в о о б щ е н а з ы в а е т с я математикою-, о т д ѣ л ъ 
ж е м а т е м а т и к и , с о д е р ж а щ і й у ч е и і е о п р о т я ж е н і и , н а з ы -
в а е т с я Гсометріею. *) 

Г е о м е т р і я р а з с м а т р и в а е т ъ т ѣ л а т о л ь к о о т н о с и т е л ь н о 
п р о с т р а н с т в а ими з а н и м а е м а г о , н е о б р а щ а я в 'ниманія н а 
д р у г і я и х ъ с в о й с т в а , и в с л ѣ д с т в і е э т о г о геометргічесісимъ 
mibJOMb, или п р о с т о тѣломъ в ъ Г е о м е т р і и н а з ы в а ю т ъ 
п р о с т р а н с т в о , с о в с ѣ х ъ с т о р о н ъ о г р а н и ч е н н о е , н е з а в и -
с и м о о т ъ в е щ е с т в а е г о н а п о л н я ю щ а г о . 

*) Г р е ч е с к о е слово Геомстрія означаетъ зеМлемѣріе vi — 
земля, / і п р і ы — м ѣ р ю ) , н у к а з ы в а е т е на первоначальное прило-
женіе ея, с о с т о я в ш е е в-ь нзмѣреіііи разстояній на земной по-
в е р х н о с т и . Заслуга научного разиитіи Геометріи принадлежите 
древнимъ Грекамъ, а между ними в-ь особенности замѣчагеленъ 
в ъ зтомь отношеіііи Евклидъ, ( 3 0 0 — 2 5 0 лѣтъ до P. X . ) , состав 
вившій ученіе элементарной Геометрін в ъ томъ пидѣ, в ь na-
комъ оно и до с и х ъ поръ осталось. 
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П р е д ѣ л ъ т ѣ л а н а з ы в а е т с я пошрхнастыо, п р е д ѣ л ъ п о -
в е р х н о с т и — линию, п р е д ѣ л ъ линіи — т о ч к о ю . 

Т ѣ л а и м ѣ ю т ъ т р и и з м ѣ р е н і я : длину, ширину „ высо-
ту, п о в е р х н о с т и — д в а и з м ѣ р е п і я : длину „ ширину, л и -
ш и - одно и з н ѣ р е н і е : длину, а т о ч к а н е и м ѣ е т ъ н и -
к а к о г о и з м ѣ р е н і я . 

Г е о м е т р и ч е с к і я л и н і и и т о ч к и н е м о г у т ъ б ы т ь п р е д -
с т а в л е н ы ч е р т е ж е м ъ ; в с я к а я н а ч е р ч е н н а я линія или т о -
чка и м ѣ е т ъ и ѣ к о т о р у ю ш и р и н у и в ы с о т у и п р е д с т а -
в л я е т е п о э т о м у т ѣ л о , к о т о р а г о д в а или в с ѣ т р и и з м ѣ -
р е н і я в е с ь м а м а л ы . 

Т а к ъ к а к ъ п о в е р х н о с т ь е с т ь п р е д ѣ л ъ т ѣ л а , л и н і я — п р е -
д ѣ л ъ п о в е р х н о с т и , т о ч к а - п р е д ѣ л ъ л н н і и , т о н е л ь з я р а з -
с м а т р и в а т ь т ѣ л о к а к ъ р я д ъ п о с л ѣ д о в а т е л ь н ы х ъ п о в е р х -
н о с т е й , I п о в е р х н о с т ь к а к ъ рядъ п о с л ѣ д о в а т е л ь н ы х ъ л и -
ніи и линно к а к ъ р я д ъ п о с л ѣ д о в а т с л ь н ы х ъ т о ч е к ъ , н о 
м о ж н о в о о б р а з и т ь , ч т о д в и ж е н і е м ъ п о в е р х н о с т и о б р а -
з у е т с я т ѣ л о , д в и ж е н і е м ъ л н н і м — п о в е р х н о с т ь , д в и ж е н і е м ъ 
т о ч к и - л и н і я . Е с л и р а з с м а т р и в а е м ъ линію к а к ъ п р о и с ш е д -
ш у ю о т ъ п е р е м ѣ щ е н і я т о ч к и , т о в ъ т а к о м ъ с л у ч а ѣ л и н і я 
с о д е р ж и т ъ в с ѣ м ѣ с т а , ч р е з ъ к о т о р ы я т о ч к а п о с л ѣ д о в а -
т е л ь н о п е р е х о д и л а , и при т а к о м ъ п р е д с т а в л е н і и , л и н і я 
н а з ы в а е т с я геометрическим мѣстомъ точись, к о т о р ы я 
о н а с о д е р ж и т ъ . 

Л и ш и б ы в а ю т ъ прямыя и кривил; п р я м а я л и н і я н а з ы -
в а е т с я п р о с т о прямая. Р а з л и ч і е м е ж д у п р я м о й и к р и -
в о й л и н і е ю н е м о ж е т ъ б ы т ь о б ъ я с н е н о ; о н о с о з н а е т с я 
я с н о и о п р е д ѣ л е н н о к а ж д ы м ъ . П о н я т і е о п р я м о й л и н і и 
п р и н а д л е ж и т ъ к ъ о с н о в н ы м ъ н о н я т і я м ъ , н е д о п у с к а ю -
щ и м ъ н и к а к о г о о п р е д ѣ л е н і я . 

Л и н і я , с о с т а в л е н н а я и з ъ н ѣ с к о л ь к и х ъ п р я м ы х ъ , н е в ъ 
одной п р я м о й л е ж а щ и х ъ , н а з ы в а е т с я ломаной. 
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П о в е р х н о с т и б ы в а ю т ъ плоскія и крины я; к о г д а в с я к а я 
прямая линія, с о е д и н я ю щ а я д в ѣ к а к і я - н и б у д ь т о ч к и п о -
в е р х н о с т и , л е ж и т ъ в с я н а э т о й п о в е р х н о с т и , т о т а к а я 
п о в е р х н о с т ь н а з ы в а е т с я плоскою или п р о с т о плоскостію, 
в с я к а я ж е п о в е р х н о с т ь , н е с о с т о я щ а я и з ъ п л о с к о с т е й 
н а з ы в а е т с я кривою. 

Г е о м е т р і я д ѣ л и т с я н а Г е о м е т р і ю н а п л о с к о с т и , н а з ы -
в а е м у ю [Іланимстргею, и Г е о м е т р і ю в ъ п р о с т р а н с т в - } ; , 
н а з ы в а е м у ю Сгпергометріею ; в ъ п е р в о й р а з с м а т р и в а ю т с я 
н р о т я ж е н і я , к о т о р ы я м о г у т ъ б ы т ь п р е д с т а в л е н ы на пло-
с к о с т и , во в т о р о й р а з с м а т р и в а ю т с я п р о т я ж е н і я , к о т о -
р ы я н е м о г у г ъ б ы т ь п р е д с т а в л е н ы п а п л о с к о с т и ; в ъ 
э т о й ж е ч а с т и и з у ч а ю т с я по п р е и м у щ е с т в у с в о й с т в а 
г е о м е т р и ч е с к и х ъ т ѣ л ъ . 

П л а н и м е т р і я в м ѣ с т ѣ с ъ С т е р е о м е т р і е ю н а з ы в а е т с я 
элементарной Геометргею, в ъ о т л н ч і е о т ъ высшей Гео-
метріи, и з с л ѣ д у ю щ е й п р е и м у щ е с т в е н н о с в о й с т в а к р и -
в ы х ъ линій и п о в е р х н о с т е й . 

В с ѣ г е о м е т р и ч е с к і я з а к л ю ч е н і я в ы в о д я т с я и з ъ н ѣ к о т о -
р ы х ъ и с т и н ъ , с а м и х ъ с о б о ю о ч е в и д н ы х ъ ; т а к і я и с т и н ы 
н а з ы в а ю т с я аксіомами. Т а к і я а к с і о м ы с у т ь н а п р . п р е д -
л о ж е н і я : ц ѣ л о е р а в н о с у м м ѣ в с ѣ х ъ с в о и х ъ ч а с т е й ; ц ѣ -
л о е б о л ь ш е к а ж д о й и з ъ с в о и х ъ ч а с т е й ; д в ѣ в е л и ч и н ы 
р а в н ы я п о р о з н ь т р е т ь е й , р а в н ы м е ж д у с о б о ю ; е с л и о т ъ 
р а в н ы х ъ в е л и ч и н ъ о т н и м е м ъ по р о в н у или к ъ н и м ъ при -
б а в и м ъ по р о в н у , т о п о л у ч а т с я в е л и ч и н ы р а в н ы я , и т . и . 

Теоремою или предложеніемъ н а з ы в а е т с я и с т и н а , к о т о -
р а я с т а н о в и т с я о ч е в и д н о ю т о л ь к о п о с л ѣ н ѣ к о т о р а г о р я -
д а р а з с у ж д е н і й . Э т и р а з с у ж д е н і я , о б н а р у ж и в а ю щ і я с п р а -
в е д л и в о с т ь т е о р е м ы , н а з ы в а ю т с я доказательствомъ. 

Проблемою или задачею н а з ы в а е т с я в о г і р о с ъ , о т в ѣ т ъ на 
к о т о р ы й , о с н о в ы в а е т с я н а д о к а з а н н ы х ъ п р е д л о ж е н і я х ъ . 



I V 

Леммою н а з ы в а е т с я т е о р е м а , к о т о р а я н е и м ѣ е т ъ н е 
п о с р е д с т в е н н о й с в я з и с ъ п р е д ъ и д у щ и м и т е о р е м а м и , н о 
в в о д и т с я для д о к а з а т е л ь с т в а д р у г о й б о л ѣ е в а ж н о й т е о -
р е м ы и л и д л я р ѣ ш е н і я з а д а ч и . 

В с я к а я т е о р е м а с о с т о и т ъ и з ъ д в у х ъ ч а с т е й : и з ъ пред-
положены и заключены и з ъ н е г о в ы в о д и м а г о . Т е о р е м а 
н а з ы в а е т с я обратною в ъ о т н о ш е н і и д р у г о й , к о г д а з а к л ю -
ч е н і е с т а н о в и т с я п р е д п о л о ж е н і е м ъ и п р е д п о л о ж е н і е — з а -
к л ю ч е н і е м ъ . Н е в с ѣ о б р а т н ы я п р е д л о ж е н і я с п р а в е д л и в ы . 

Ч А С Т Ь I. 

П Л А Н И М Е Т Р І Я . 

Г Л А В А I . 

О прямыхъ диніяхъ и углахъ. 

§ 1. Аксіома. Прямая линія есть кратчайшее разсто-
лніе между двумя точками. 

Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ п р я м о и з ъ п о н я т і я , к о т о р о е 
м ы и м ѣ е м ъ о п р я м о й л и н і и . 

Т а к ъ к а к ъ м е ж д у д в у м я т о ч к а м и м о ж е т ъ б ы т ь т о л ь к о 
о д н о к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е , т о между двумя точками 
можно вообразить только одну прямую линію, — э т о з н а -
ч и т ъ , ч т о д в ѣ т о ч к и в п о л н ѣ о п р е д ѣ л я ю т ъ п о л о ж е н і е п р я -
м о й л и н і и ч р е з ъ н и х ъ п р о х о д я щ е й . 

И з ъ э т и х ъ о с н о в н ы х ъ с в о й с т в ъ п р я м о й с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
д в ѣ п р я м ы я , п е р е с ѣ к а ю щ і я с я в ъ о д н о й т о ч к ѣ , въ д р у г о й 
т о ч к ѣ б о л ѣ е в с т р ѣ т и т ь с я н е м о г у т ъ , п о т о м у ч т о и н а ч е 
ч р е з ъ т ѣ ж е д в ѣ т о ч к и п р о х о д и л и б ы д в ѣ р а з л и ч н ы я 
п р я м ы я , м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ м е ж д у д в у м я т о ч к а м и в о з м о ж н а 
т о л ь к о о д н а п р я м а я . 

П р и л о ж и в ъ к ъ д в у м ъ т о ч к а м ъ А и В ( ч е р т . 1 ) л и -
н е й к у и п р о в е д я по н е й ч е р т у , 

— К Б п о л у ч и м ъ и з о б р а ж е н і е п р я м о й . Э т о 
ч і и з о б р а ж е н і е н а з ы в а е т с я т а к ж е п р я -

м о й л и н і е ю , х о т я м е ж д у и з о б р а ж е н і е м ъ и с а м о й л и н і е ю е с т ь 
с у щ е с т в е н н о е р а з л и ч і е : п р я м а я л и н і я м о ж е т ъ б ы т ь п р о -
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в е д е н а т о л ь к о м ы с л е н н о и д о с т у п н а т о л ь к о в о о б р а ж е н і ю , 
м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ и з о б р а ж е н і е ея г і р е д с т а в л я е т ъ т ѣ л о , 
и м ѣ ю щ е е в е с ь м а малую ш и р и н у и в ы с о т у . ( * ) П р я м а я 
л и н і я о б о з н а ч а е т с я д в у м я б у к в а м и , п о с т а в л е н н ы м и в ъ 
д в у х ъ к а к и х ъ - н и б у д ь т о ч к а х ъ е я , и э т и д в ѣ б у к в ы с о -
с т а в л я ю т ъ н а з в а п і е линіи ; т а к ъ н а п р . п р я м а я л и н і я в ъ 
ч е р т , і н а з ы в а е т с я л и н і е ю AB. 

§ 2 . Угломь называется неопределенная часть плоско-
сти. заключенная между двумя прямыми, выходящими 
изъ одной точки. Т о ч к а И ( ч е р т . 2 ) и з ъ к о т о р о й в ы х о -

д я т ъ линіи н а з ы в а е т с я вершиною, с а -
м ы я ж е л и н і и ВА и ВС, с о с т а в л я ю щ і я 

^ Г І у г о л ъ , сторонами е г о . У г о л ъ о б о з -
В * л к а ч а е т с я т р е м я б у к в а м и A B C , т а к ъ 

Черт. 2 . ч т о б у к в а с т о я щ а я у в е р ш и н ы с т а -
в и т с я м е ж д у д в у м я д р у г и м и б у к в а м и . 

У г о л ъ о б о з н а ч а е т с я и н о г д а и о д н о й б у к в о ю В , с т о я -
щ е ю у в е р ш и н ы , или б у к в о ю а п о с т а в л е н н о й в н у т р и е г о . 

В м ѣ с т о с л о в а у г о л ъ у п о т р е б л я е т с я т а к ж е з н а к ъ Z . . 
^ С П р и п р е д с т а в л е н і и у г л а н е п р и н и -

іц У м а е м ъ в ъ с о о б р а ж е н і е д л и н у е г о с т о -
р о н ъ ; т а к ъ н а п р и м ѣ р ъ ABC и LBM 

В — - J - j\ ( ч е р т . 3 ) о з н а ч а ю т ъ о д и н ъ и т о т ъ 
Черт. 3. ж е У г о л ъ -

(") Замѣчаніе. Если разстояніе д в у х ъ точекъ слишкомъ зна-
чительно, чтобы провести чрезъ нихъ прямую линію съ помо-
щію линейки, в ъ такомъ случаѣ натягиваютъ между этими точ-
ками веревку предварительно покрытую слоемъ какого-нибудь 
окрашивающего в е щ е с т в а ; приводя натянутую веревку в ъ со-
трясеніе , получимъ на поверхности окрашенный слѣдъ ея, ко-
торый изображаете прямую линію. 

Когда требуется провести на поверхности земли прямую ли-
нію весьма значительной длины, в ъ такомъ случаѣ отмѣчаютъ 
только концы этой липіи и нѣкоторыя точки между ними, съ 
помощію знаковь , называемыхъ вѣхами. 
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§ 3 . Д в а у г л а ABC и АУВ,С, ( ч е р т . 4 ) н а з ы в а ю т с я 
с р а в н ы м и , н е з а в и с и м о о т ъ 

' д л и н ы и х ъ с г о р о н ъ , к о г д а 
/ н а л о ж и в ъ в е р ш и н у В, н а 

" А А / в е р ш и н у В а с т о р о н у Вг4, 
Черт. К. н а с т о р о н у В Л ^ , н а й д е м ъ , 

что д р у г а я с т о р о н а В,С, с о л ь е т с я с ъ с т о р о н о ю ВС. 

К о г д а ж е п р и н а . ю ж е н і и в е р ш и н ы В, у г л а А,В,С, 
с с ( ч е р т . 5 ) на в е р ш и н у В у г л а 

' ABC и с т о р о н ы В,А, н а с т о -
р о н у В А , н а й д е м ъ , ч т о с т о -

в / А / р о н а В , С , н а п р а в л е н а . п о л и -
Чсрт. 5. иіи ВС,, л е ж а щ е й в н у т р и 

у г л а ABC то г о в о р я т ъ , ч т о у г о л ъ А,В,С, м е н ь ш е у г л а 
ABC, или у г о л ъ ЛВС б о л ь ш е у г л а А,В,С,. 

Е с л и ж е у г о л ъ А,В,С, ( ч е р т . 6 ) п р и л о ж и м ъ к ъ у г л у 
Г , A B C т а к ъ , ч т о б ы в е р ш и н а В , 

f , с о в п а л а с ъ в е р ш и н о ю В, с т о -
р о н а В , А , с л и л а с ь с ъ с т о р о н о ю 

д в , ^ Л, ВС и с т о р о н а В,С, б ы л а н а -
І [ е і ) т 6 п р а в л е н а по л и н і и ВС„ л е ж а -

щ е й в н ѣ у г л а ЛВС, т о с о с т а в и т с я у г о л ъ АИС,, к о т о р ы й 
н а з ы в а е т с я с у м м о ю д в у х ъ у г л о в ъ ABC и A,BtС,. 

Е с л и п о л о ж и м ъ , ч т о у г о л ъ А,В,С, ( ч е р т . 7 ) м е н ь ш е 
у г л а A B C , и н а л о ж и м ъ п е р в ы й 

с , у г о л ъ на в т о р о й т а к ъ , ч т о б ы в е р -
ш и н а В, с о в п а л а с ъ в е р ш и н о ю 
В, с т о р о н а В,А, с л и л а с ь с ъ с т о -

Черт^7. р о н о ю В А, а с т о р о н а В,С, б ы л а 
н а п р а в л е н а по л и н і и ВС,, л е ж а щ е й в н у т р и у г л а ABC, 
т о с о с т а в и т с я у г о л ъ С, В С, к о т о р ы й н а з ы в а е т с я р а з -
н о с т ь ю д в у х ъ у г л о в ъ ЛВС и А,В,С,. 



Е с л и и з ъ т о ч к и О ( ч е р т . 8 ) в ы х о д я т ъ н ѣ с к о л ь к о л и н і й 
OA, OB, ОС, OD и OE, о б р а з у ю щ и х ъ р а в -
н ы е у г л ы АО В, ВОС, COD и DOE, т о 

В у г о л ъ АОС р а в е н ъ у г л у АО В д в а р а з а 
в з я т о м у , у г о л ъ AOD р а в е н ъ у г л у АО В 

-А т р и р а з а в з я т о м у , и у г о л ъ А О Е р а -
Черт. 8. в е н ъ У г л у АО В ч е т ы р е р а з а в з я т о м у . 

Н а о б о р о т ъ , у г о л ъ А О В е с т ь п о л о в и н а у г л а А О С , т р е т ь я 
ч а с т ь у г л а AOD и ч е т в е р т а я ч а с т ь у г л а АОЕ. 

И з ъ с к а з а н н а г о в ъ э т о м ъ § з а к л ю ч а е м ъ , что у г л ы м о -
г у т ъ б ы т ь р а з е м а т р и в а е м ы к а к ъ в е л и ч и н ы , н а д ъ к о т о -
р ы м и , к а к ъ н а д ъ в с ѣ м и в е л и ч и н а м и , м о ж н о п р о и з в о д и т ь 
ч е т ы р е - а р и ѳ м е т и ч е с к і я д ѣ й с т в і я : с л о ж е н і е , в ы ч и т а н і е , 
у м п о ж е н і е и д ѣ л е н і е . 

§ 4: Д в а у г л а ABC и DBC ( ч е р т . 9 ) , и м ѣ ю щ і е о б щ у ю 
Черт. 9. в е р ш и н у В, о д н у о б щ у ю с т о р о н у 

С ВС и д в ѣ д р у г і я с т о р о н ы В А и BD 
/ " а одной прямой, н а з ы в а ю т с я смеж-

_____/ л »ыми углами. 

" с: К о г д а д в а с м е ж н ы х ъ у г л а A B C и 
DHC ( ч е р т . 1 0 ) р а в н ы , т о к а ж д ы й 

u и з ъ и и х ъ н а з ы в а е т с я прямыми 
в Л уіломъ; с л ѣ д о в . прямой уюлъ есть 

Черт. 10. о dum изъ дчухъ раопыхъ смежныхъ 
угловъ. ЛИІІІЯ ПС ( ч е р т . 1 0 ) , с о с т а в л я ю щ а я с ъ л и н і е ю AD 

прямой у г о л ъ , н а з ы в а е т с я линіею перпендикулярною и л и 
п р о с т о перпефтуляромь, а т о ч к а п е р е с ѣ ч е н і я В п е р п е н -
д и к у л я р а С В СЪ л и н і е ю AD — основаніемъ п е р п е н д и к у л я р а . 

П е р п е н д и к у л я р н о с т ь д в у х ъ л и н і й AD и ВС о з н а ч а е т с я 
и н о г д а т а к ъ : BCXAD. 

В с я к а я л и н і я , н е п е р п е н д и к у л я р н а я к ъ д р у г о й , н а з ы в а е т с я 
О т н о с и т е л ь н о п о с л ѣ д н е й наклонной лише/о. 

У г л ы в ъ о т п о ш е н і и к ъ п р я м о м у у г л у р а з д ѣ л я ю т с я н а 
у г л ы острые и тупые; о с т р ы м ъ у г л о м ъ н а з ы в а е т с я у г о л ъ 
м е и ь ш і й н р я м а г о , а т у п ы м ъ — б о л ь ш і й п р я м а г о . 

§ 5 . Г Е О Р Е М А . ВСѢ прямые углыраоны между собою. 
П у с т ь б у д у т ъ A B C и А 1 В І С 1 ( ч е р т . М ) д в а п р я м ы х ъ 

у г л а , т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о о н и р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 
Доказ. З а м ѣ т и м ъ , ч т о о д и н ъ и з ъ с п о с о б о в ъ о б н а р у -

ж и т ь с п р а в е д л и в о с т ь к а к о г о н и б у д ь я р е д л о ж е н і я с о с т о и т ъ 
в ъ т о м ъ , ч т о д о к а з ы в а е т с я н е в о з м о ж н о с т ь п р о т и в н а г о 
п р р д л о ж е н і я ; т а к ъ н а п р . в м ѣ с т о т о г о , ч т о б ы д о к а з а т ь , 
ч т о п р я м ы е у г л ы р а в н ы , м о ж н о д о к а з а т ь , ч т о п р я м ы е 
у г л ы н е м о г у т ъ б ы т ь р а з л и ч н ы м е ж д у с о б о ю . Э т о т ъ с п о -
с о б ъ о б н а р у ж и в а т ь с п р а в е д л и в о с т ь п р е д л о ж е н і я , н а з ы -
в а е т с я доказательствомъ отъ противнаго. 

Л р и л о ж и м ъ э т о т ъ с п о с о б ъ к ъ о б н а р у ж е н і ю р а в е н с т в а 
п р я м ы х ъ у г л о в ъ . 

П у с т ь б у д у т ъ , е с л и э т о в о з м о ж н о ABC и A,BTC, 
в , с Е ( ч е р т . 1 1 ) д в а п р я м ы х ъ у г л а н е 

' \ | / р а в п ы х ъ м е ж д у с о б о ю , и п о л о ж -
D \|/ и м ъ , ч т о у г о л ъ A l B l C l м е н ь ш е 

By А у г л а A B C . П р о д о л ж и в ъ с т о р о н ы 
AB и А,В, и з а м ѣ т и в ъ , ч т о п р я м о й 

D А у г о л ъ е с т ь о д и н ъ и з ъ д в у х ъ р а в -
В ' ' н ы х ъ с м е ; к п ы х ъ у г л о в ъ (§4 . ) , з а -

Ч°рт. и. к л ю ч а е м ъ , ч т о п р я м о й у г о л ъ A B C 
р а в е н ъ с в о е м у с м е ж н о м у у г л у DBC, и р а в н ы м ъ о б р а з о м ъ 
прямой у г о л ъ АІВІ С, р а в е н ъ с в о е м у с м е ж н о м у у г л у DiBt С,. 
П р е д п о л о ж и в ъ ж е , ч т о у г о л ъ А,В,С1 м е н ь ш е у г л а A B C , 
м ы , в с л і і д с т в і е с к а з а н н а г о р а в е н с т в а у г л о в ъ , д о л ж н ы 
о ч е в и д н о д о п у с т и т ь , ч т о и у г о л ъ DtBtC, м е н ь ш е у г л а 
DBC. К о г д а ж е н а л о ж и м ъ линію A,D{ н а л ш і і ю AD 
т а к ъ , ч т о б ъ т о ч к а ß , с о в п а л а с ъ т о ч к о ю В, т о в с л ѣ д -
с т в і е с д ѣ л а п н а г о п р е д п о л о ж е и і я , ч т о у г о л ъ Л , В{ С, м е н ь -
ш е у г л а A B C , с т о р о н а В,С, б у д е т ъ н а п р а в л е н а п о л и -
ш и B E , л е ж а щ е й в н у т р и у г л а A B C ; а т а к ъ к а к ъ и з ъ 
т о г о ж е п р е д п о л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о и у г о л ъ DtB,C, 
м е н ь ш е у г л а DBC, т о с т о р о н а В,С, в ъ т о ж е в р е м я 
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д о л ж н а б ы т ь н а п р а в л е н а по линіи B E , л е ж а щ е й в н у т р и 
у г л а DBC\ это о ч е в и д н о н е в о з м о ж н о . 

И т а к ъ н р е д і ю л о ж е н і е , ч т о д в а п р я м ы х ъ у г л а н е р а в -
н ы м е ж д у с о б о ю , п р и в о д и т ь к ъ н е л ѣ и о м у з а к л ю ч е н і ю , 
ч т о прямая л и н і я д о л ж н а и м ѣ т ь в ъ одно и т о ж е в р е м я 
д в а р а з л и ч н ы х ъ п о л о ж е н і я И з ъ э т о г о мы з а к л ю ч а е м ъ , 
ч т о в с ѣ п р я м ы е у г л ы д о л ж н ы б ы т ь р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

Прямой у г о л ъ о б о з н а ч а е т с я и н о г д а б у к в о ю cl, и с ъ н и м ъ , 
к а к ъ с ъ в е л и ч и н о ю п о с т о я н н о ю , с р а в н и в а ю т ъ д р у г і е 
у г л ы . 

И з ъ п р е д л о ж е н і я , в ъ э т о м ъ § д о к а з а н н а г о , с л ѣ д у е т ъ , 
ч т о въ точк/ь лежащей на прямой можно къ ней про-
вести только одииъ перпендикуляры в с я к а я д р у г а я ли-
н і я , п р о в е д е н н а я ч р е з ъ э т у т о ч к у , с о с т а в и т ь с ъ э т о й 
п р я м о й или у г о л ъ о с т р ы й или у г о л ъ т у п о й . 

§ 6 . Т е о р е м а . Вспкая пара смежныхъ уіловъ равна 
двумъ прямымъ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ЛВС и CBD ( ч е р т . 4 2 ) с у т ь с м е ж н ы е 
Е у г л ы , т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

ЛВС -»- DBC = 2 d . 
Доказ. В о о б р а з и в ъ линію BE п е р -

D 
Черт. 12. 

А п е н д и к у л я р н у ю к ъ л и н і и AD, н а х о д и м ъ 

A Ii С н CBE—d\ DBE=d. 

С л о ж и в ъ э т и д в а р а в е н с т в а , з а м ѣ т и в ъ при э т о м ъ , ч т о 
у г л ы СВЕ и DBE в м ѣ с т ѣ с о с т а в л я ю ™ о д и н ъ у г о л ъ DBC, 
н а х о д и м ъ 

ЛВС" н - DBC= 2 d . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
1 . О д н а п а р а с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ р а в н а д р у г о й п а р ѣ . 
2 . Е с л и о д и н ъ и з ъ д в у х ъ с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ о с т р ы й , 

т о д р у г о й б у д е т ъ т у п о й , и н а о б о р о т ъ . 

— H — 

£ 

3 . С у м м а у г л о в ъ ABC, С BD, DBE, EBF ( ч е р т . 1 3 ) , 

л е ж а щ и х ъ по о д н о й 
п с: Т ) \ / с т о р о н ѣ прямой A F , 

р а в н а д в у м ъ пря-
м ы м ъ , п о т о м у ч т о 

jp - в м ѣ с т ѣ о н и с о с т а -
Черт. 13. Черт. 14. в л я ю т ъ о д н у п а р у 

с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ , н а п р . п а р у с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ A B C 
и CBF. 

4: С у м м а у г л о в ъ АОВ, ВОС, COD, DOE, EOF, FOG 
и GO А ( ч е р т . 14.) , л е ж а щ и х ъ около одной т о ч к и , р а в н а 
ч е т ы р е м ъ п р я м ы м ъ . 

Обратная теорема. Если два у и. • ABC viDBC ( ч е р . 1 5 ) , 
,, имѣютъ общую вершину В, одну общую 

/ сторону ВС и вмпстѣ равны двумъ пря-
1» __/ ;і> мымъ, то двѣ друіія стороны ВА и BD 
а 11 лежать на одной прямой лгшіи, гі образу-

Черт. IS . ють по этому углы смежные. 

Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о DBA е с т ь н е п р я м а я а лома-
н а я л и н і я , и п у с т ь б у д е т ъ BE п р о д о л ж е н і е с т о р о н ы AB, 
т а к ъ ч т о A B C и Е В С б у д у т ъ у г л ы с м е ж н ы е . Т а к ъ к а к ъ , 
по § 6 , с у м м а с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ A B C и Е В С р а в н а 2 d , 
и, но п о л о ж е н і ю , с у м м а д в у х ъ у г л о в ъ ABC и DBC т а к ж е 
р а в н а 2 d , т о 

ABC I- EBC=ABC-\-DBC. 

О т н я в ъ п о у г л у АН С, н а х о д и м ъ , ч т о у г л ы ЕВС и DBC 
р а в н ы м е ж д у с о б о ю , ч т о о ч е в и д н о н е в о з м о ж н о , п о т о м у 
что у г о л ъ DBC е с т ь т о л ь к о ч а с т ь у г л а ЕВС. 

С л ѣ д о в . п р е д п о л о ж е н і е , ч т о DBA н е е с т ь п р я м а я л и -
нія , п р и в о д и т ь к ъ н е л ѣ и о м у з а к л ю ч е н і ю , ч т о ч а с т ь р а в -
н а с в о е м у ц ѣ л о м у . 
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должна быть направлена no днніи H E , л е ж а щ е й в н у т р и 
% I j . i DUC-, это очевидно ni* в о з м о ж н о . 

II т а и » п р е д п о л о ж е н о , что два прямыхъ угла по раи-
ны между собою, п р и в о д и т ь ІІЬ нелЬному лаключенію, 
ч ю прямая л и н я должна имѣть ы одно н т о ж е время 
ДВ.І раадичныхъ подожеіня И з ъ этого мы з а к л ю ч а е м * , 
что a c t прямые углы должны быть р а в н ы м о ж і у с о б о ю 

ІІрямоИ у ю л ъ о б о з н а ч а е т с я иногда б у к в о ю </. и с ъ н и м т , 
какь с ь величиною постоянною, с р а в н и в а ю т * Дрѵгіе 
) глы. 

l i n , нредложені» , lib э т о н ь S докаланнлго, с л ѣ д у е т ь , 
•il 1> « г тичкп .іеметцен на прямой ложно к в ней про-
nr.mu только m)ішп перпгноикулярь: в с я к а я д р у г а я л н -
нія, проведенная ч р е а ь ату точку, с о с т а в и т ь с ь «той 
примой і ш і у г о л ь о с т р ы й или у г о л ь туноІІ. 

J Ii . Т е о р е м а . Нснкан пара емгжныхл уі.ю,йь равна 

ііяумь прямымл. 

Нодожимъ. что ЛІЧ и CHI) ( ч е р т . 1 2 ) с у т ь с м е ж і і ы е 
к ; і л ы , т р е б у е т с я докалать, что 

MU . DIU 2d 

,(ок<ы. П о о б р а а н в ъ лннію НИ и е р -
" ч«г» " i s Л н е н л и к у л я р н у ю к ь линіи M ) , н а х о д п м ь 

ми , г HE '/. DHE i 

С л о ж н в ь эти m a р а в е н с т в а , э а м і т н в ъ при э т о м ь , что 
углы ( НИ и ІИІЕ B M t c r t с о с т а в л я ю т ь о д и н ь угол ь DIU , 

и а х о д и м ь 
ІНС . DIU 2,1 

И л ь э т о ю нрйдложенія с л і . і у е т ъ 
I . Одна пара с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ равна другой n a p t . . 

•J K C J I I • ' I М N I . и л ь д в у х ъ с м е ж н ы м . \ і л о п ь о с і р ы и . 
то другой б у д е т ъ т у и о й , и наоОороть. 

р а в н а д в у м ь пря-
мы ыь. ПОТОМ) ч ю 
BMLcTt. они с о с т э -

3 . Сумма у г л о в ъ MIC, I lilt, DHE, EHE ч е р т . 1 3 ) . 
с ,, л о ж о щ н х ъ по одной 

П I , , \ с т о р о н ! прямой лЕ. 

Ж ? Щ " " 
ч»рі 13. Чгрг к пляють одну п а р у 

с м е ж н ы х ъ у г л о в ь . н а п р . пару с м е ж н ы м . ) г л и в ъ « / / ( 
и I НЕ 

4 . Сумма у г л о в ь {ОН. НОГ. НИ). DOE. EOF, Ни. 
и ПОЛ ( ч е р т . U ) , л е ж а щ и х * около одной т . .чки. р а в н а 
ч е т ы р е м ъ н р я м ы м ь . 

Обратная телрема. Нели ,)ва у,1 1 III ц DIU ч е р . С » ) , 
им/ітть общую вершину II. ml ну общую 
старому III к йлпетп равіш Опумь при 

1' N мымь. то Олп. ііручя стороны НЛ н III) 
У. 11 лежать на оОной прямой лиши, к обріиу-

4rfi. 11. ттл по .am,.чу уіЛЫ смежные 

, Ь * о л Положим!. ЧТО Dil.I е с т ь не прямая а лома-
ная л и н я , н пугті- б у л е т ъ Н Е продолжеіпе с т о р о н ы ЛІІ , 
та к ь что \ I U и Е Н ( б у д у т ъ у г л ы с м е ж н ы е Т а м . к а к ь . 
по $ І І , с у м м а с м е ж н ы м у г л о в ь MU и / IU р а в н а 2/1, 
h. но положении, с у м м а д в у х ъ у г л о в ь МП Ii DHC т а к ж е 
равна ІіІ, то 

ЧІі , Пи I НС I DIU 

О т н я в ь по у г л у лис, н а х о д н м ь , что у г л ы ЕНІ и І)ІІС 
р а в н ы между собою, что очевидно н е в о з м о ж н о , потому 
что у г о л ь DHC е с т ь только ч а с т ь угла Ell С. 

С л і л о в . иредноложеиіе , что D i l I не е с т ь прямая ли-
нія, п р и в о д и т ь к г нслЬному ллключенію, что часть р а в -
на с в о е м ) ігілому 
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§ 7 . У г л ы АОВ и COD, р а в н о и у г л ы 
В О С и Л О Х ) ( ч е р т . 1 6 ) , с о с т а в л е н н ы е 
д в у м я п е р е с ѣ к а ю щ и м и с я л и н і я м и А С и 
DB, н а з ы в а ю т с я у г л а м и вертикальными 

^Черт 16 и л и протшуполоэюиыми. 

Т Е О Р Е М А . Вертикальные углы равны между собою. 
П у с т ь б у д у т ъ АОВ и COD ( ч е р т . 1 6 ) в е р т и к а л ь н ы е у г -
л ы , т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о Z . АОВ = Z . DOC. 

Доказ. З а м ѣ т и в ъ , ч т о у г л ы АОВ и AOD с о с т а в л я ю т ъ 
п а р у с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ , т а к ж е у г л ы AOD и DOC и ч т о , 
п о § 6 с л ѣ д . 1 , о д н а п а р а с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ р а в н а д р у г о й 
п а р ѣ , н а х о д и м ъ : 

АОВ -+- AOD = AOD-t-DOC. 

О т н я в ъ п о р а в н о м у у г л у AOD, н а х о д и м ъ AOB=DOC. 
П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о BOC—AOD. 

Обратная теорема. Если два равныхъ угла АОВ и 
в COD ( ч е р т . 1 7 ) имгыотъ общую вершину О 

/ и двѣ стороны OB и ОС на одной примой 
" ..У- Алиніч, то и двѣ друггя стороны OA и OD 
Е / составляютъ одну прямую линію, и обра-

ê* зг/ютъ поэтому углы протиоуполооісные. 
Черт. 17. J 

Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о AOD е с т ь н е п р я м а я , н о л о м а н а я 
л и н і я , и п у с т ь б у д е т ъ ОЕ п р о д о л ж е н і е с т о р о н ы АО, т о г -
д а у г л ы АОВ и СОЕ б у д у т ъ у г л ы п р о т и в у п о л о ж н ы е и , 
п о д о к а з а н н о м у , р а в н ы е м е ж д у с о б о ю . Н о , по п о л о ж е н і ю , 
у г о л ъ DOC р а в е н ъ у г л у АОВ; с л ѣ д о в а т е л ь н о у г о л ъ ЕОС 
д о л ж е н ъ р а в н я т ь с я у г л у COD, ч т о о ч е в и д н о н е в о з м о ж н о , 
п о т о м у ч т о СОЕ е с т ь т о л ь к о ч а с т ь у г л а COD. И т а к ъ 
н р е д п о л о ж е н і е , ч т о AOD н е е с т ь п р я м а я л и н і я , п р и в о -
д и т ъ к ъ н е л ѣ п о м у з а к л ю ч е н і ю , ч т о ч а с т ь р а в н а с в о е м у 
ц ѣ л о м у . 

Г Л А В А I I . 

О Ф и г у р а х ъ . 

О ФИГУРАХЪ ВООБЩЕ. P A B E U C T B O ТРЛУГОЛЫІИКОПЪ. Свойство ПЕР-

ПЕРДІШУЛЯРА И НАклоивыхъ. ЗАДАЧИ. 

О Фигурахъ вообще. 

§ 8 . Ч а с т ь п л о с к о с т и , с о в с ѣ х ъ с т о р о н ъ о г р а н и ч е н -
н а я , н а з ы в а е т с я фигурою, п р е д ѣ л ъ е я периметромъ. К о г д а 
ф и г у р а о г р а н и ч е н а п р я м ы м и л и н і я м и , т о о н а н а з ы в а е т с я 
прямолинейною, к о г д а ж е о г р а н и ч е н а о д н о й и л и н ѣ -
с к о л ь к и м и к р и в ы м и л и н і я м и — криволинейною фигурою. 
Л и н і и , о г р а н и ч и в а ю щ а я ф и г у р у , н а з ы в а ю т с я сторонами е я . 

П р я м о л и н е й н а я ф и г у р а A B C ( ч е р т . 1 8 ) , о г р а н и ч е н н а я 
в с с т р е м я с т о р о н а м и , н а з ы -

\ в / \ D в а е т с я триуюлыіикомъ, 
_ \ \ / ф и г у р а ABCD ( ч е р . 1 9 ) , 

A Ç A D A E о г р а н и ч е н н а я ч е т ы р ь м я 
Черт. 48 . Черт. 19. Черт. 20. с т о р о н а м и , — четырех-

уголыткомъ, ф и г у р а ABCDE ( ч е р . 2 0 ) , о г р а н и ч е н н а я 
п я т ь ю с т о р о н а м и , — пятиугольникомъ и т . д . Ф и г у р а , 
о г р а н и ч е н н а я б о л ѣ е н е ж е л и ч е т ы р ь м я с т о р о н а м и , н а з ы -
в а е т с я т а к ж е много у гольникомъ. 

У г о л ъ , с о с т а в л е н н ы й д в у м я п о с л е д о в а т е л ь н ы м и с т о р о -
Б с н а м и м н о г о у г о л ь н и к а , н а п р . у г о л ъ Л В С 

ш е с т и у г о л ь н и к а ABCDEF ( ч е р т . 2 1 ) , 
н а з ы в а е т с я внутрспнимъ угломъ, и л и 
п р о с т о угломъ м н о г о у г о л ь н и к а , а у г о л ъ , 
с о с т а в л е н н ы й о д н о й с т о р о н о ю и п р о д о л -
ж е н і е м ъ д р у г о й , с м е ж н о й с ъ н е й к а к ъ 
н а п р . у г о л ъ AFG, — вшыанимъ угломъ 
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м н о г о у г о л ь н и к а . К о г д а в н у т р е н н і й у г о л ъ м н о г о у г о л ь н и к а 
б о л ѣ е д в у х ъ п р я м ы х ъ , к а к ъ н а п р . у г о л ъ Е , в ъ т а к о м ъ 
с л у ч а ѣ о н ъ н а з ы в а е т с я входящимъ. 

О ч е в и д н о , ч т о в о в е я к о м ъ м м о г о у г о л ы і и к ѣ ч и с л о е г о 
у г л о в ъ р а в н я е т с я ч и с л у е г о с т о р о н ъ . 

§ 9 . Діаіопалыо м н о г о у г о л ь н и к а н а з ы в а е т с я линія , с о е -
д и н я ю щ а я в е р ш и н ы д в у х ъ у г л о в ъ , н е п р и л е ж а щ и х ъ к ъ 

о д н о й с т о р о н ѣ , н а п р . 
л и н і я А С ( ч е р т . 22). 
О ч е в и д н о , ч т о т р и у г о л ь -

с і н и к ъ н е и м ѣ е т ъ д і а г о н а -
л и ; и з ъ к а ж д а г о у г л а 
ч е т ы р е х у г о л ь н и к а м о ж н о 

Черт. 22. Черт. 23. п р о в е с т и т о л ь к о одну 
д і а г о н а л ь , н а п п . и з ъ у г л а А ( ч е р т . 2 3 ) д і а г о н а л ь А С ; 
и з ъ к а ж д а г о у г л а п я т и у г о л ь н и к а м о ж н о п р о в е с т и д в ѣ 
д і о г а н а л и , н а п р . и з ъ у г л а А ( ч е р т . 2 2 ) д і а г о н а л и А С и 
AD-, и т . д . 

Т а к ъ к а к ъ и з ъ к а к о г о н и б у д ь у г л а А м н о г о у г о л ь н и к а 
ABCDEFG ( ч е р т . 24.) м о ж н о п р о -
в е с т и д і а г о н а л и к ъ в е р ш и н а м ъ 
в с ѣ х ъ у г л о в ъ , и с к л ю ч а я т о л ь к о 
д в а В и G — б л и ж а й ш і е к ъ А, 
т о о ч е в и д н о , ч т о изъ каждою ума 
многоугольника можно провеши 
столько діаіонален, сколько мноіо-

уголыткъ иміьстъ- сторонъ безъ трехъ. 
§ 1 0 . Д і а г о н а л и , в ы х о д я щ і я и з ъ к а к о й н и б у д ь в е р -

ш и н ы А м н о г о у г о л ь н и к а ( ч е р т . 2 4 ) , р а а д ѣ л я ю т ъ е г о н а 
т р и у г о л ь н и к и . К а ж д ы й и з ъ э т и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ с о -
д е р ж и т е по о д н о й с т о р о н ѣ м н о г о у г о л ь н и к а , з а и с к л ю -
ч е н і е м ъ д в у х ъ к р а й н и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ ABC и AGF, 
с о д е р ж а щ и х ъ по д в ѣ с т о р о н ы м н о г о у г о л ь н и к а ; и з ъ э т о г о 
с л ѣ д у е т ъ , ч т о діаюнали. выходящіп изъ одной вершины 
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многоугольника, разд/ьляютъ его на столько триугольни-
ковъ, сколько мноюугольникъ имѣетъ сторонъ безъ двухъ. 
Т а к ъ н а п р . ч е т ы р е х у г о л ь н и к ъ ABCD ( ч е р т . 2 3 ) д Ь . і и т с я 
д і а г о н а л ы о АС н а д в а , н я т и у г о л ь н и к ъ ABCDE ( ч е р т . 2 2 ) 
д в у м я д і а г о н а л я м и АС и AD на т р и т р и у г о л ь н и к а и т . д . 

§ I I . П л о с к а я ф и г у р а , о г р а н и ч е н н а я к р и в о й л и н і е ю 
ABCD ( ч е р т 2 5 ) , к о т о р о й в с ѣ т о ч -
ки о т с т о я т ъ н а р а в н о м ъ р а з с т о я п і и 
о т ъ о д н о й т о ч к и О, л е ж а щ е й в н у -
т р и е я , н а з ы в а е т с я кругомъ, с а м а я 
ж е к р и в а я — окружностью к р у г а . 
Т о ч к а О , р а в н о о т с т о я щ а я о т ъ в с ѣ х ъ 

• и т о ч е к ъ о к р у ж н о с т и , н а з ы в а е т с я 
Черт. 2іі. центромъ, л и н і я OB, с о е д и н я ю щ а я 

ц е н т р ъ с ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к о ю о к р у ж н о с т и —радіусомъ, 
a линія А С , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ ц е н т р ъ о т ъ одной т о ч к и 
о к р у ж н о с т и до д р у г о й , — діаметромъ к р у г а . К о к а я н и -
б у д ь ч а с т ь AB о к р у ж н о с т и н а з ы в а е т с я дугою. 

Вспкій діаметръ АС раздѣляетъ круіъ на dew равны я 
части ABC и ADC. В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , с т о и т ъ т о л ь к о п е р е г -
н у т ь ч е р т е ж ъ по д і а м е т р у А С , т о г д а ч а с т ь A B C с о в л а -
д е т ь с ъ ч а с т ь ю ADC, п о т о м у ч т о в с ѣ т о ч к и д у г и ABC 
и д у г и ADC р а в н о о т с т о я т ъ о т ъ ц е н т р а . 

И з ъ о п р е д ѣ л е н і я к р у г а с л ѣ д у е т ъ , что о к р у ж н о с т ь е с т ь 
г е о м е т р и ч е с к о е м ѣ с т о в с ѣ х ъ т о ч е к ъ , р а в н о о т с т о я щ и х ъ 
о т ъ д а н н о й т о ч к и . 

Для о п и с а н і я о к р у ж н о с т и у п о т р е б л я е т с я о с о б ы й с н а -
рндъ, н а з ы в а е м ы й циркулемъ. С ъ н о м о щ і ю ц и р к у л я у д о б -

но р ѣ ш а е т с я з а д а ч а : о т ъ 
т о ч к и О н а линіи AB ( ч е р т . 
2 6 ) о т л о ж и т ь ч а с т ь р а в н у ю 
д а н н о й л и н і и CD. Для э т о -
г о и з ъ т о ч к и О о п и с ы в а е м ъ 
к р у г ъ р а д і у с о м ъ CD; т о ч к и 

Чі>|)Т п е р е с ѣ ч е н і я L и Л/ окру ж -



— 16 — 

н о с т и с ъ прямой A B о т с т о я т ъ о т ъ т о ч к и О па р а з с т о я н і и 
р а в н о м ъ CD, т а к ъ ч т о ОМ и OL р а в н я ю т с я CD. 

О к р у ж н о с т ь е с т ь е д и н с т в е н н а я к р и в а я л и н і я , к о т о р а я 
р а з с м а т р и в а е т с я в ъ э л е м е н т а р н о й Г е о м е т р і и . 

Р а в е н с т в о т р и у г о л ь н и к о в ѣ . 

§ 1 2 . Т р и у г о л ь н и к ъ Л В С ( ч е р т . 2 7 ) , в ъ к о т о р о м ъ в с ѣ 

в й п в в 

А А / \ Z l 
А С А С А С А С А С 

Черт. 27. Черт. 28. Черт. 29. Черт. 30. Черт. 31. 
т р и с т о р о н ы р а в н ы м е ж д у с о б о ю , н а з ы в а е т с я равносто* 
роннимъ, т р и у г о л ь н и к ъ ABC ( ч е р т . 2 8 ) , с ъ д в у м я р а в н ы -
ми с т о р о н а м и AB и СВ — равнобедрениымъ, а т р и у г о л ь -
н и к ъ A B C ( ч е р т . 2 9 ) , с о с т а в л е н н ы й и з ъ т р е х ъ н е р а в -
н ы х ъ с т о р о н ъ — разностороннимъ. Т р и у г о л ь н и к ъ A B C 
( ч е р т . 3 0 ) и м ѣ ю щ і й прямой у г о л ъ С, н а з ы в а е т с я прнмоу-
гольнымъ, с т о р о н ы АС и ВС, з а к л ю ч а ю щ і я п р я м о й у г о л ъ , — 
катетами, а с т о р о н а AB, л е ж а щ а я н р о т и в ъ и р я м а г о 
у г л а , — - г и п о т е н у з о ю . Т р и у г о л ь н и к ъ , н е и м ѣ ю щ і й и р я м а г о 
у г л а , н а з ы в а е т с я косоугольнымъ. К о с о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь -
н и к ъ , к о т о р а г о в с ѣ у г л ы о с т р ы е , к а к ъ в ъ ч е р т . 2 7 , 
2 8 , н а з ы в а е т с я остроуголыіымъ; т р и у г о л ь н и к ъ ж е ABC 
( ч е р т . 3 1 ) , и м ѣ ю щ і й т у п о й у г о л ъ А, — гпупоуголыіымъ, 

О д н а к а к а я - н и б у д ь и з ъ с т о р о н ъ т р и у г о л ы ш к а н а з ы -
в а е т с я основаніемъ, а в е р ш и н а п р о т и в о п о л о ж н а г о е й у г -
ла — вершиною т р и у г о л ь н и к а . В ъ р а в н о б е д р е н н о м ъ т р и -
у г о л ь н и к ѣ , т . е . в ъ т р и у г о л ь н и к ѣ , и м ѣ ю щ е м ъ д в ѣ р а в н ы я 
с т о р о н ы , з а о с н о в а н і е п р и н и м а е т с я о б ы к н о в е н н о н е 
р а в н а я с т о р о н а . І І е р п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й и з ъ в е р ш и -
н ы н а о с н о в а н і е или н а п р о д о л ж е н і е е г о , н а з ы в а е т с я высо-
тою. Т а к ъ н а п р . , е с л и в ъ о с т р о у г о л ь н о м ъ т р н у г о л ь н и к ѣ 
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ABC ( ч е р т . 3 2 ) п р и м е м ъ з а о с н о в а н і е с т о р о н у А С , 
т о п е р п е н д и к у л я р ъ BD 
о п у щ е н н ы й н а н е е и з ъ 
в е р ш и и ы т р и у г о л ы ш • 
к а , б у д е т ъ в ы с о т о ю ; 

Черт. 32. Черт. 33. е с л и ж е в ъ к о с о у г о л ь -

момъ т р и у г о л ь н и к ѣ LMN ( ч е р т . 3 3 ) , п р и м е м ъ з а о с н о -
вание с т о р о н у LN, т о п е р п е н д и к у л я р ъ МО, о п у щ е н н ы й 
и з ъ в е р ш и н ы т р и у г о л ы ш к а н а п р о д о л ж е н і е о с и о в а н і я , 
б у д е т ъ в ы с о т о ю . 

С л о в о т р и у г о л ь н и к ъ о б о з н а ч а е т с я и н о г д а , для с о к р а -
щ е н і я , з н а к о м ъ Д . 

§ 1 3 . Т Е О Р Е М А . Во вепкомъ триуголыіикѣ одна сто-
рона менѣе суммы двухъ другихъ сторонъ. 

Доказ. Э т о п р е д л о ж е н і е н е п о с р е д с т в е н н о с л ѣ д у е т ъ и з ъ 
а к с і о м ы § 1 . 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к ѣ ABC ( ч е р т . 34-) , с т о -
в р о н а AB б о л ь ш е с т о р о н ы ВС] т а к ъ 

к а к ъ , п о п р е д ъ и щ е м у , 
АС -ь СВ > AB, 

о т о , в ы ч и т а я по С В , н а х о д и м ъ 
Черт-34. АС>АВ-СВ; 

т . е . каждая сторона триуголышка боліье разности двухъ 
другихъ сторонъ. 

§ 14 . Л е м м а . Если внутри триугольника ABC ( ч е р . 3 5 ) 
проведемъ ломаную лингю АОС, т о 

Л / ? н - / і С > О Л - ь ОС. 
Доказ. П р о д о л ж и в ъ линію АО д о 

n e ; е с ѣ ч е н і я с ъ с т о р о н о ю ВС, н а х о -
Черт. 3S. д и м ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у § , 
AB -+- BD > АО OD; OD-*- DC > ОС; 

с к л а д ы в а я э т и д в а н е р а в е н с т в а , и з а м ѣ ч а я , ч т о BD uDC 
с о с т а в л я ю ™ о д н у л и н і ю ВС, п о л у ч и м ъ : 

AB -+- ВС OD АО ч- ОС -н OD, 

2 
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и е с л и в ы ч т е м ъ и з ъ о б ѣ и х ъ . ч а с т е й н е р а в е н с т в а по 01) 
т о н а х о д и м ъ 

AB -и- ВС^>АС -+- ОС; 
ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

§ 1 5 . Т Е О Р Е М А . Если двіь стороны одного треуголь-
ника соответственно равны двумъ сгпоронамъ другого, и 
углы, заключенные между этими сторонами также рав-
ны, то и самые триуголышки равны. 

в в , П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 3 6 ) ; 
A B = A I B L ; В С — В І С 1 И 

у г о л ъ ABC—углу А, В, С, ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

д I с а ' ^ с , Д А / і С р а в е н ъ A А І В 1 С І . 
Черт. 3G. Доказ. О д и н ъ и з ъ п р о -

1 т ѣ й ш и х ъ с п о с о б о в ъ о б н а р у ж и т ь р а в е н с т в о д в у х ъ в е л и -
ч и н ъ , с о с т о и т ъ в ъ т о м ъ , ч т о о д н у в е л и ч и н у н а к л а д ы -
в а е м ъ н а д р у г у ю и у д о с т о в ѣ р я е м с я с о в п а д а ю т ъ о н ѣ , 
или н ѣ т ъ . Э т о т ъ с п о с о б ъ н а з ы в а е т с я способом* наложе-
ны, a с о в п а д е н і е с а м ы х ъ в е л и ч и н ъ — конгруенцісю. *) 
П р и л о ж и м ъ э т о т ъ с п о с о б ъ к ъ д о к а з а т е л ь с т в у р а в е н с т в а 
д в у х ъ т р и у г о л ы ш к о в ъ A B C и A l B l C l . 

В о о б р а з и м ъ , ч т о у г о л ъ / і , и а л о ж е н ъ н а у г о л ъ В\ в с л ѣ д -
с т в і е р а в е н с т в а э т и х ъ д в у х ъ у г л о в ъ , с т о р о н ы BtAt и 
В1С1 с о в п а д у т ъ с ъ с т о р о н а м и В А и ВС; и з ъ р а в е н с т в а 
; к е с а м ы х ъ с т о р о н ъ с л ѣ д у е т ъ , ч т о т о ч к а А , у п а д е т ъ н а 
А и т о ч к а В{НЙВ\ с л ѣ д о в . т р и у г о л ы ш к и и ABC 
с о в п а д у т ъ и б у д у т ъ р а в н ы . 

, И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о д в ѣ с т о р о н ы и 
у г о л ъ , з а к л ю ч е н н ы й м е ж д у н и м и , о п р е д ѣ л я ю т ъ в п о л н ѣ 
т р и у г о л ь н и к ъ , п о т о м у ч т о и з ъ э т и х ъ т р е х ъ ч а с т е й м о -
ж е т ъ б ы т ь с о с т а в л е н ! , т о л ь к о о д и н ъ т р и у г о л ь н и к ъ . 

Конгруеіщія диухъ величинъ обозиачаетя знакомъ: s . 
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Е С Л И т р и у г о л ы ш к и ABC и ATBTC, ( ч е р т . 3 6 ) , к р о м ѣ т о -
г о , р а в н о б е д р е н н ы е , т . е . AB—ВС и ATB, = т о м о ж -

н о н а л о ж и т ь Д А І В 1 С 1 н а А A B C т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о б ы , 
с т о р о н а BTAT с о в п а д а л а с ъ ВС и с т о р о н а В,С, с ъ ВА-, 
т р и у г о л ы ш к и с о в м ѣ с т я т с я и в ъ э т о м ъ п о л о ж е и і и ; но к а к ъ 
т о т ж е у г о л ъ .4 , п р и п е р в о м ъ н а л о ж е н і и с о в п а л ъ с ъ 
у г л о м ъ А, — а при в т о р о м ъ с ъ у г л о м ъ С, то з а к л ю ч а е м ъ , 
ч т о у г л ы .4 и С р а в н ы м е ж д у с о б о ю . О т с ю д а с л ѣ д у е т ъ : 

§ 1 6 . Т Е О Р Е М А . ВЪ равнобедренном* триуголышкѣ 
углы при оспованіи равны. 

О ч е в и д н о , ч т о , в с л ѣ д с т в і е э т о й т е о р е м ы , в ъ р а в н о с т о -
р о н н е м ъ т р и у г о л ь н и к ѣ в с ѣ т р и у г л а р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

§ 1 7 . Т Е О Р Е М А . Если два угла одного триугольпика 
соотвіьтственно равны двумъ угламъ другаго, и стороны, 
лежащія между этими углами, также равны, то и самые 
триуголышки равны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 3 6 ) Д Л г г Д Л , ; /LC = Z . С, и 
А С — А , С, ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о Д Л В С р а в е н ъ Д А , / ? , С , . 

Доказ. Н а л о ж и м ъ т р и у г о л ь н и к ъ АІВІСІ н а т р и у г о л ь -
н и к ъ A B C т а к ъ , ч т о б ы с т о р о н а Л , С, с о в п а д а л а с ъ р а в -
н о й ей с т о р о н о ю АС; в с л ѣ д с т в і е р а в е н с т в а у г л о в ъ А 
и А ( , с т о р о н а Л , / ? , с о л ь е т с я с ъ с т о р о н о ю A B , и в с л ѣ д -
с т в і е р а в е н с т в а у г л о в ъ С и С , , с т о р о н а С 1 В 1 с о л ь е т с я 
с ъ с т о р о н о ю С В ; н о к а к ъ д в ѣ п р я м ы я м о г у т ъ п е р е с ѣ -
к а т ь с я только в ъ о д н о й т о ч к ѣ , т о т о ч к а ß , у п а д е т ъ н а 
т о ч к у В . С л ѣ д . т р и у г о л ы ш к и A l B l C l и A B C с о в п а д а ю т ъ . 

И з ъ э т о г о предложения с л ѣ д у е т ъ , ч т о о д н а с т о р о н а и 
д в а п р и л е ж а щ и х ъ к ъ н е й у г л а о п р е д ѣ л я ю т ъ в п о л н ѣ т р и -
у г о л ь н и к ъ , п о т о м у ч т о и з ъ э т и х ъ т р е х ъ ч а с т е й м о ж е т ъ 
б ы т ь с о с т а в л е н ъ т о л ь к о о д и н ъ т р и у г о л ь н и к ъ . 

Е с л и в ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ ABC и Л , В , С { ( ч е р т . 3 6 ) 
к р о м ѣ т о г о Z . A=/L С и Д Л ^ Д С , , то м о ж н о н а л о ж и т ь 
Д Л ^ С , н а А A B C т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о б ы Д Л , с о в -
м ѣ с т и л с я с ъ Д С, и Д С 4 с ъ Д А , ; т р и у г о л ы ш к и с о в п а д у т ъ 

2 * 
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и в ъ э т о м ъ п о л о ж е н і и ; но к а к ъ т а ж е л и н і я А , В , п р и 
п е р в о м ъ н а л о ж е н і и с о в п а л а с ъ с т о р о н о ю A B а п р и в т о -
р о м ъ с ъ с т о р о н о ю ВС, т о и з ъ э т о г о з а к л ю ч а е м * , ч т о 
А И = В С . О т с ю д а с л ѣ д у е т ъ : 

§ 1 8 . Т Е О Р Е М А . ВЪ триугольникѣ, въ которомъ два 
у и а равны, протиоуположнып имъ стороны также равны, 
т . е . т р и у г о л ь н и к ъ с ъ д в у м я р а в н ы м и у г л а м и е с т ь т р и -
у г о л ь н и к ъ р а в н о б е д р е н н ы й . 

О ч е в и д н о , ч т о в с л ѣ д с т в і е э т о г о т р и у г о л ь н и к ъ с ъ т р е м я 
р а в н ы м и у г л а м и е с т ь т р и у г о л ь н и к ъ р а в н о с т о р о н н і й . 

§ 1 9 . Л Е М М А . Если двіь стороны одною триуголышка 
соответственно равны двумъ сторонами другого, но углы 
между этими сторонами неравны, то противъ большого 
угла лежишь и большая сторона. 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ д в у х ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ ЛВС и А , В , С ( 

( ч е р т . 3 7 ) A B = A L B L - , 
AC = ALCL, а у г о л ъ 

Л ВАС у г л а В , А , С , ; 
\ т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 

с A 1 о, что ВС > В , С , . 
,Іерт 37 Доказ. Н а л о ж и м * 

Л А , В , С , на Л A B C т а к ъ , ч т о б ы с т о р о н а А . С , с о в п а л а 
с ъ р а в н о ю е й с т о р о н о ю .46'. Т а к ъ к а к ъ у г о л ъ С , А , В , 
м е н ь ш е у г л а C A B , т о л и н і я А , В , п о й д е т ъ по н а п р а -
в л е н н о AN м е ж д у с т о р о н а м и АС А AB, и т о ч к а В, у п а -
д е т ъ или в н у т р и т р и у г о л ы ш к а в ъ L, или н а с т о р о н ѣ ВС 
в ъ М, или в н ѣ т р и у г о л ы ш к а в ъ N. Р а з с м о т р и м ъ о т д ѣ л ь -
н о э т и т р и с л у ч а я . 

1-й случай: Т р и у г о л ь н и к ъ А . В . С , п р и н а л о ж е н і и п р и -
н и м а е т ъ п о л о ж е н і е ALC. 

По § 1 4 . и м ѣ ѳ м ъ 
AB - I - BC>AL-*-LC-

по п о л о ж е н і ю ж е 
AB = AL, 

с л ѣ д о в . , в ы ч и т а я , н а х о д и м ъ BC^>LC. 
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2 - й случай. Т р и у г о л ь н и к ъ А 1 В І С 1 п р и н а л о ж е н і и п р и -
н и м а е т * п о л о ж е н і е AMC. В ъ э т о м ъ с л у ч а ѣ с а м о с о б о ю 
я с н о , ч т о В С > MC. 

3-й случай. Т р и у г о л ь н и к ъ А , В , С , п р и н а л о ж е н і и п р и -
н и м а е т * н о л о ж е н і е ANC. 

И з ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ АМВ и CMN и м ѣ е м ъ 
AM -+- MB > A B и NM MC > JVC; 

с л о ж и в * э т и н е р а в е н с т в а , и з а м ѣ т и в ъ , ч т о л и н і и В М и 
MC с о с т а в л я ю т * о д н у л и н і ю ВС, а л и н і и AM и MN о д н у 
линію AN, н а х о д и м ъ : 

AN-T-JIC> AB-Л-NC. 

Н о но п о л о ж е н і ю AN=AB, с л ѣ д о в . , в ы ч и т а я , н а х о д и м ъ 
В С > NC. 

И т а к * , в о в с ѣ х ъ в о з м о ж н ы х * с л у ч а я х ъ , с т о р о н а ВС 
б о л ь ш е с т о р о н ы В , С , . 

Обратная теорема. Если двіь стороны одного триуголь-
ника соответственно равны двумъ сторонамъ другого, но 
третьи стороны не равны, то гіротивъ большей стороны 
лежитъ и бдльшій уголь. 

в П у с т ь б у д у т ъ 
/ \ в . ( ч е р т . 38) А В = 

A , ß , ; A G ' Z R A , ^ и 

с , В С > В ( С , ; т р е -
Черт, 38. б у е т с я д о к а з а т ь , 

ч т о у г о л ъ А > у г л а А , . 
Доказ. У г о л ъ А н е м о ж е т ъ б ы т ь м е н ь ш е у г л а А , , п о -

т о м у ч т о и н а ч е , по п р е д ъ и д у щ е й т е о р е м ѣ , с т о р о н а В С б ы -
ла б ы м е н ь ш е с т о р о н ы В , С , , ч т о п р о т и в н о п о л о ж е н і ю ; 
н о у г о л ъ А н е м о ж е т ъ т а к ж е б ы т ь р а в е н ъ у г л у А , , по-
т о м у ч т о и н а ч е т р и у г о л ь н и к и C A B и С 1 А 1 В І , и м ѣ я по 
д в ѣ с т о р о н ы и у г л у м е ж д у н и м и р а в н ы м и , по § 1 5 , б ы л и 
б ы р а в н ы и ВС = В, С,, ч т о т а к ж е п р о т и в н о п о л о ж е н і ю . 
И т а к * у г о л ъ А у г л а А , , ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 



— 2 2 — 

§ 2 0 . Т Е О Р Е М А : Если три стороны одного триуголь-
пика соответственно равны тремя сторонами другого, 
то и триуголышки раины. 

в в • П у с т ь б у д у т ъ ( ч е р т . 3 6 ) 
AB=AlBl; AC = AtC{ и 
ВС = jВ, С , ; т р е б у е т с я 
д о к а з а т ь , ч т о Д Л В С р а -

„ с ' в е и ъ Д А , В 1 С І . 
Черт. Jb. I i i 

Доказ. Д в а с о о т в ѣ т с т в у ю щ и х ъ у г л а , н а п р . Л и Л , , 
л е ж а щ і е н р о т и в ъ р а в н ы х ъ с т о р о и ъ , по п р е д ъ и д у щ е -
м у § , н е м о г у т ъ б ы т ь р а з л и ч н ы , с л ѣ д о в . д о л ж н ы б ы т ь 
р а в н ы между с о б о ю , но в ъ т а к о м ъ с л у ч а ѣ т р и у г о л ь н и к и 
A B C и Л , # , С ( , и м ъ я д в ѣ с т о р о н ы и у г о л ъ м е ж д у н и м и 
равиы.ми, но § 1 5 , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о т р и с т о р о н ы 
о п р е д ѣ л я ю т ъ в п о л н ѣ т р и у г о л ь н и к ъ , п о т о м у ч т о и з ъ э т и х ъ 
т р е х ъ ч а с т е й м о ж е т ъ б ы т ь с о с т а в л е и ъ т о л ь к о о д и н ъ 
т р и у г о л ь н и к ъ . 

§ 2 1 . Т Е О Р Е М А . Во велкомъ тргіую.іыіикгь внѣшніи 
уіолъ болѣе каждого изъ внутреннихъ угловъ, не смеж-
ного съ нимъ. 

R в П у с т ь б у д с т ъ ( ч е р . 3 9 ) В CD в н ѣ ш -
ній у г о л ъ т р п у г о л ы ш к а A B C т р е -
б у е т с я д о к а з . , ч т о у г о л ъ BCD боль-
ш е , к а к ъ у г л а A B C , т а к ъ и у г л а C A B . 

\ р Доказ. П у с т ь б у д е т ъ О с р е д и -
Чсрт 39. н а с т о р о н ы ВС;\ п р о в е д е м ъ ч р е з ъ 

т о ч к и Л и О п р я м у ю и в о з ь м е м ъ ОЕ-АО, н а к о н е ц ъ с о -
е д и н и м ъ т о ч к и Е и С. В ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ АО В и СОЕ 
у г л ы B O A и Е О С р а в н ы , к а к ъ в е р т и к а л ь н ы е ( § 7 ) ; к р о -
м ѣ т о г о , по п о с т р о е н и е , ВО=ОС и АО=ОЕ. С л ѣ д о в . э т и 
т р и у г о л ы ш к и , по § 1 5 , р а в н ы , и п о т о м у у г о л ъ ОСЕ р а -
в е н ъ у г л у Л ВО, с л ѣ д о в . у г о л ъ BCD б о л ь ш е у г л а ABC. 
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Д а л ѣ е з а м ѣ т и м ъ , ч т о е с л и в м ѣ с т о АС п р о д о л ж и м ъ 
с т о р о н у ВС, т о по п р е д ъ и д у щ е м у д о к а ж е м ъ , ч т о в н ѣ ш -
ній у г о л ъ ACF б о л ь ш е в н у т р е и н я г о у г л а ВАС-, но у г л ы 
BCD и ACF р а в н ы м е ж д у с о б о ю , к а к ъ у г л ы в е р т и к а л ь -
н ы е ( § 7 ) , с л ѣ д о в . у г о л ъ BCD т а к ж е б о л ь ш е у г л а ВАС. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о во велкомъ прп-
моугольномъ триугольникѣ оба угла, прилеэісащіе гипоте-
нузѣ, острые. В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , п р о д о л ж и в ъ в ъ прямо-

у г о л ь н о м ъ т р и у г о л ь н и к ѣ ABC ( ч е р т . 
4 .2) к а т е т ъ АС, н а х о д и м ъ , по п р е д ъ и -
д у щ е м у , ч т о у г л ы C A B и A B C м е н ь -
ш е в н ѣ ш н я г о у г л а BCD, т . е . м е н ь -

Черт. 40. ш е и р я м а г о у г л а . 
§ 2 2 . Т е о р е м а . Во велкомъ триугольникѣ противъ 

большей стороны лежитъ и большій уголъ. 
в П у с т ь б у д е т ъ ( ч е р т . 4 1 ) AB ] > ВС; 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о у г о л ъ АСВ^> 
у г л а ВАС. 

Доказ. О т л о ж и м ъ на б о л ь ш о й с т о р о -
А „ ,сл н ѣ AB ч а с т ь = В С , и с о е д и н и м ъ т о ч -

Чарт, 41. г л ч г ' 
ки D и С. В ъ р а в н о б е д р е н н о м ъ т р и у г о л ы ш к ѣ DBC, по 
§ 1 6 , у г о л ъ DCB = у г л у BDC; с л ѣ д о в . у г о л ъ АС В > 
у г л а BDC; но у г о л ъ BDC, к а к ъ в и ѣ ш н і й у г о л ъ Д ADC, 
б о л ь ш е у г л а CAD ( § 2 1 ) ; с л ѣ д . у г о л ъ А С В > у г л а CAB. 

Обратная теорема. Во всякомъ триуюлыіжѣ противъ 
большого угла лежитъ и большая сторона. 

П у с т ь б у д е т ъ ( ч е р т . 4-1) у г о л ъ АСВ > у г л а ВАС; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о AB ^ > ВС. 

Доказ. О ч е в и д н о , ч т о AB н е м о ж е т ъ р а в н я т ь с я ВС, 
п о т о м у ч т о и н а ч е Д A B C б ы л ъ б ы р а в н о б е д р е н н ы й и 
у г о л ъ АСВ р а в н я л с я б ы у г л у ВАС ( § 1 6 ) , ч т о п р о т и в -
но п о л о ж е н і ю . Н о A B т а к ж е н е м о ж е т ъ б ы т ь м е н ѣ е 
ВС, п о т о м у ч т о и н а ч е , по п р е д д ъ и у щ е м у , у г о л ъ АСВ 
б ы л ъ б ы м е н ѣ е у г л а ВАС, ч т о т а к ж е п р о т и в н о п о л о ж е -
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н і ю . С л ѣ д о в . с т о р о н а AB д о л ж н а б ы т ь б о л ь ш е с т о р о н ы 
ВС, ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

§ 2 3 . Т а к ъ к а к ъ в с ѣ п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и 
и м ѣ ю т ъ по одному р а в н о м у у г л у — и м е н н о по п р я м о м у 
у г л у , т о д в а п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к а р а в н ы : 

1 ) К о г д а к а т е т ы о д н о г о с о о т в ѣ т с т в е н н о р а в н ы к а -
т е т а м ъ д р у г а г о ( § 1 5 ) ; 

2 ) К о г д а к а т е т ъ и п р и л е ж а щ і й к ъ н е м у о с т р ы й у г о л ъ 
о д н а г о с о о т в ѣ т с т в е н н о р а в н ы к а т е т у и п р и л е ж а щ е м у 
у г л у д р у г а г о ( § 1 7 ) . 

§ 2 4 . Т Е О Р Е М А . Если гипотенуза и одинъ изъ острыхъ 
угловъ одною прямоугольного триуголышка соответствен-
но равны гипотенузе и острому углу другаго, то самые 
триугольники равны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ВЪ п р я м о -
у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь и и к а х ъ A B C 
и . 4 , « Л ( ч е Р т - 4 ' 2 ) А В = А , В 1 п 
Z A = Z A , ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь 
ч т о ЛАВС р а в е н ъ Д А ^ С , . 

1[іі)т Доказ. Н а л о ж и м ъ Д AlBlCl 

н а Д ABC т а к ъ , ч т о б ы с т о р о н а А,В, с о в п а л а с ъ р а в н о й е й 
с т о р о н о ю AB; в с л ѣ д с т в і е р а в е н с т в а у г л о в ъ .4 и At, с т о р о н а 
А,С, п о й д е т ъ по н а п р а в л е н і ю АС; с т о р о н а ж е В,С,, п р и 
э т о м ъ , н е м о ж е т ъ л е ж а т ь в н у т р и т р и у г о л ь н и к а , к а к ъ л и н і я 
BE, п о т о м у ч т о , в ъ т а к о м ъ с л у ч а ѣ , у г о л ъ АЕВ, к а к ъ 
в н ѣ ш н і й у г о л ъ , б ы л ъ б ы б о л ѣ е п р я м а г о у г л а ECB ( § 2 1 ) , 
ч т о п р о т и в н о п о л о ж е и і ю ; но с т о р о н а В,С, т а к ж е н е 
м о ж е т ъ л е ж а т ь ' в н ѣ т р и у г о л ы ш к а , к а к ъ линія BD, п о -
т о м у ч т о , в ъ т а к о м ъ с л у ч а ѣ , у г о л ъ BDC б ы л ъ б ы м е н ь -
ш е в н ѣ ш н я г о у г л а АС В, т . е . м е н ь ш е п р я м а г о , ч т о т а к -
ж е п р о т и в н о п о л о ж е н і ю . С л ѣ д о в . с т о р о н а В , С { п о й д е т ъ 
по с т о р о н ѣ В С , и д в а т р и у г о л ь н и к а с о в н а д у т ъ , что и 
т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

— 2 5 — 

с , 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е -
нія с л ѣ д у е т ъ , ч т о ев 
двухъ равныхъ триу-
гольиикахъ АВСиА1ВіСі 

( ч е р т . 4 3 ) высоты BD 
и BIDI такэісе равны, Черт, 43. 

п о т о м у ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ABD и А , / ? , ! ) , , 
в ъ к о т о р ы х ъ , у г о л ъ А г г у г л у А , и А В = А 1 В І , по п р е д ъ -
и д у щ е м у , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

§ 2 5 . Т Е О Р Е М А . Если гипотенуза и катетъ одного пря-
моугольного триугольника соответственно равны ггіпотену-
зе и катету другою, то и самые триугольники равны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ п р я м о у г о л ь -
н ы х ъ т р и у г о л ы ш к а х ъ ABC и 
А,В{С, ( ч е р т . 4 4 ) АВ=А,В, и 
В С = В І С 1 ] т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
ч т о А ABC р а в е н ъ Д А ^ С , . 

''орв. U. Доказ. П р и л о ж и м ъ АА1ВІС1 

к ъ Д ABC т а к ъ , ч т о б ы с т о р о н а В, С, с о в п а л а с ъ р а в н о й 
е й с т о р о н о ю BCwAAlB,Cl п р и н я л ъ п о л о ж е н і е BCD; 
л и н і я CD б у д е т ъ н р о д о л ж е н і е м ъ л и н і и АС, п о т о м у ч т о 
у г о л ъ BCD, по п о л о ж е н і ю , р а в е н ъ п р я м о м у ( § 6 ) . Т р и у -
г о л ь н и к ъ A BD, в ъ к о т о р о м ъ , но п о л о ж е н і ю , AB—BD, 
б у д е т ъ р а в н о б е д р е н н ы й ; с л ѣ д . , по § 1 6 , у г о л ъ А = у г л у D, 
и т а к ъ к а к ъ Z . D = Z . А , , т о Z-А = /LA,. И з ъ э т о -
го с л ѣ д у е т ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и A B C и \ І В , С 1 , и м ѣ я по 
р а в н о й г и п о т е н у з ѣ и по р а в н о м у о с т р о м у у г л у , р а в н ы . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о въ 
раанобсдренномъ триуголыіике ABC ( ч е р . 
4 5 ) перпендикуляръ BD, опущенный изъ 
вершины на основапіе, делитъ основанге 
и уголъ при вершине пополамъ, п о т о м у 
ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и A BD и 

CBD, и м ѣ я р а в н ы й г и п о т е н у з ы AB и ВС и о б щ і й к а -
т е т ъ по и р е д ъ н д у щ е м у , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

Черт. 45. 
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§ 2 6 . Т Е О Р Е М А . Если катетъ и протису по ложны й 
уголъ одною прямоугольного триугольника соотштственно 
равны катету и противоположному углу друіаіо, то са-
мые триуголышки равны. 

î В , Ц о л о ж и м ъ , ч т о в ъ п р я м о у г о л ь н ы х ъ 
\ / т р и у г о л ь н и к а х ъ Л В С и А 1 В 1 С І ( ч е р . 

\ / 4 6 ) ВС = В , С , и А = А,; т р е -
\ / . б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о Д ABC р а -

— и А 7 Ч в е н ъ Д Л ^ С , . 
Черт. 46. 

Доказ. П р и л о ж и м * Д Л ( В , С . к ъ Д Л В С , к а к ъ в ъ п р е д ъ -
и д у щ е м ъ т . е . т а к ъ , ч т о б ы о н ъ п р и н я л ъ п о л о ж е н і е 
BCD. В ъ Д ABB, по п о л о ж е н і ю , А = D, с л ѣ д о в . , п о 
§ 1 8 , AB =z BD; н о т а к ъ к а к ъ , BD = Л , В „ т о AB = 
А В '. И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о т р и у г о л ы ш к и Л В С и 
А в \ С , , в ъ к о т о р ы х ъ г и п о т е н у з ы A B и Л . В , , и о с т р ы е 
у г л ы Л и Л , р а в н ы , п о § 2 4 , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

И з ъ с в о й с т в а п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ л е г к о 
в ы о д й т с я свойства перпендикуляра относительно наклон-
ныхъ липггС. 

СВОЙСТВА ПЕРПЕНДИКУЛЯРА И ВАКЛОІІНЫХЪ. 

§ 2 7 . Т Е О Р Е М А . Изъ данной точки можно опустить 
па прямую линію только одинъ перпендикуляръ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о и з ъ т о ч к и А ( ч е р т . 4 7 ) 
о п у щ е н ъ п е р п е н д и к у л я р * A B н а л и н і ю DF; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о в с я к а я д р у г а я л и -
н і я АС, п р о в е д е н н а я и з ъ т о ч к и А, н е м о -

' ж е т ъ б ы т ь п е р п е н д и к у л я р о м ъ « ъ DF. 
Черт 47. Доказ. З а м ѣ т и в ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к ѣ 

ABC у г о л ъ В, по п о л о ж е н і ю , п р я м о й , з а к . п о ч а е м ъ ( § 2 1 с л . ) , 
ч т о у г о л ъ л е в о с т р ы й , и с л ѣ д о в . л и и і я ЛС н а к л о н н а я . 

А 
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Заміьч. Д л я п р о в е д е н и я п е р п е н д и к у л я р а у п о т р е б л я е т с я 
и л и с н а р я д ъ Л В С ( ч е р т . 4 8 ) , 
с о с т о я щ і й и з ъ д в у х ъ л и н е е к ъ , 
о б р а з у ю щ и х * п р я м о й у г о л ъ , 
и л и с н а р я д ъ LMN, ( ч е р т . 4 9 ) 

с ^ И в И ^ п р е д с т а в л я ю щ і й д е р е в я н н у ю д о -
Черт. 48. Черт. 49. Щ е Ч К У В Ъ В И Д ѣ прЯМОуГОЛЬНЗГО 

т р и у г о л ь н и к а . 

§ 2 8 . Т Е О Р Е М А . Перпендикуляр* короче всякой наклонной. 
П о л о ж и м ъ , ч т о A B ( ч е р т . 4 7 ) е с т ь п е р п е н д и к у л я р ъ , 

о п у щ е н н ы й и з ъ т о ч к и Л н а п р я м у ю DF, и АС к а к а я 
н и б у д ь н а к л о н н а я , п р о в е д е н н а я и з ъ т о ч к и А; т р е б у е т с я 
д о к а з а т ь , ч т о АС ^> AB. 

Доказ. В ъ п р я м о у г о л ь н о м ъ т р и у г о л ь н и к ѣ АСВ, н о § 2 1 , 
у г о л ъ С м е н ь ш е у г л а В , с л ѣ д о в . А С ^ > A B ( § 2 2 ) . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о в о в с я к о м ъ н р я -
м о у г о л ы ю м ъ т р и у г о л ы ш к ѣ к а ж д ы й и з ъ к а т е т о в ъ м е н ь -
ш е г и п о т е н у з ы . 

Т а к ъ к а к ъ п е р п е н д и к у л я р ъ е с т ь к р а т ч а й ш е е р а з с т о я -
н і е т о ч к и о т ъ п р я м о й , т о р а з с т о я н і е т о ч к и о т ъ п р я м о й 
о п р е д ѣ л я е т с я д л и н о ю п е р п е н д и к у л я р а , о п у щ е н н а г о и з ъ 
т о ч к и н а п р я м у ю . 

§ 2 9 . Т Е О Р Е М А . Равныя наклонныя равно удалены отъ 
перп енд икуляр а. 

П о л о ж и м ъ , ч т о A B ( ч е р т . 5 0 ) е с т ь 
п е р п е н д и к у л я р ъ , о н у щ е н н ы й и з ъ т о ч -
к и Л н а п р я м у ю EF, и ч т о н а к л о н -
н ы я АС и AD р а в н ы м е ж д у с о б о ю , — 

с Ii т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о С В = BD. 
Черт. ьо. Доказ. Т а к ъ к а к ъ п р я м о у г о л ь н ы е 

т р и у г о л ь н и к и ABC и A BD и м ѣ ю т ъ о б щ і й к а т е т ъ AB î] 
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р а в н ы й г и п о т е н у з ы АС и AD, т о , по § І 5 э т и _ т р и -
1 у г о л ь н и к и р а в н ы , и с л ѣ д о в . CB-BD. 

Обратная теорема. Наклонная, 
равно удаленный отъ перпендикуляра, 
равны. _ 

Г П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 5 0 ) С В _ 
Черт во BD, т р е б у е т с я д о к а з . ч т о ^-AD 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ABC 
„ ABD и м ѣ ю т * Общій к а т е т ъ AB. и д р у п в - СВ 
I BD, но п о л о ж е н і ю , р а в н ь ^ т о э т и т р и у г о л ь н и к и , п о 

К 2 3 . р а в н ы , и с л ѣ д о в . АС — AD. 
И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о паклониыя GC 
И З Ъ [ И G D ( Ч Е Р Т . 5 1 ) , равно удаленный 

отъ перпендикуляра AB, по прове-
денныя отъ точки G, лежащей виѣ 
перпендикуляра, не равны между 
собою. В ъ с а м о м ъ Дѣлѣ , с о е д и -
н и в * т о ч к и II и D, н а х о д и м ъ и з * 

Ч е у т . 5 1 . 

т р и у г о л ы ш к а GHD: ^ ^ ^ ^ ^ 

І-Ю н а к л о н н ы й НС и DH, но п о л о ж е и і ю , р а в н о у д а л е н н ы 

п р о в е д е н н ы й ч р е з ъ с р е д и н у л и н і и , е с т ь г е о м е т р и ч е с к о е 
L o т о ч е к * , р а в н о о т с т о я щ и х * о т ъ о б о и х * к о н ц е в ъ ея^ 

П О Т Е О Р Е М А . Пзъ доухг наклонных*, та которая 
дальше отстоишь отъ перпендикуляра, больше другой. 

П о л о ж и м ъ , ч т о И З Ъ Т О Ч К И А 

( ч е р т . 5 2 ) о н у щ е н ъ п е р п е н д и -
к у л я р ъ AB н а п р я м у ю EF, и 
п р о в е д е н ы д в ѣ п а к л о н и ы я AD 
и АС т а к ъ , ч т о ВС > BD] т р е -

;. - , , б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о A C ^ > A D . 
А1""'""' . />•/)- BD и с о е д и н и в * т о ч к и А Доказ. О т л о ж и в ъ ЬѴ, — Î ) J J > 
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и D„ н а х о д и м ъ AD, = AD ( § 2 9 ) . Но у г о л ъ АСВ м е н ь -
ш е п р я м а г о , к а к ъ о с т р ы й у г о л ъ п р я м о у г о л ы і а г о т р и у г о л ь -
н и к а CAB, а у г о л ъ AD,C б о л ь ш е п р я м а г о , к а к ъ в н ѣ ш -
Ііій у г о л ъ п р я м о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а ADtB] с л ѣ д о в . 
в ъ т р и у г о л ы ш к ѣ ACD{ у г о л ъ ADtC б о л ь ш е у г л а ACD,, и 
п о т о м у , по § 2 2 , AC AD, и л и АС > AD. 

Обратная теорема. Изъ двухъ наклонныхъ, та, кото-
рая больше, отстоитъ отъ перпендикуляра дальше. 

П о л о ж и м ъ , ч т о AC'p-AD ( ч е р т . 5 2 ) ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
ч т о С В > BD. 

Доказ. О ч е в и д н о , ч т о СВ н е м о ж е т ъ р а в н я т ь с я BD, 
п о т о м у ч т о т о г д а , п о § 2 9 , CA—AD, ч т о п р о т и в н о п о -
л о ж е н н о ; но СВ н е м о ж е т ъ б ы т ь и м е н ь ш е BD, п о т о м у 
ч т о т о г д а , по ' г і р е д ъ и д у щ е м у , АС б ы л а б ы м е н ь ш е AD, ч т о 
т а к ж е п р о т и в н о п о л о ж е и і ю ; с л ѣ д . ВС б у д е т ъ б о л ь ш е BD. 

И з ъ э т о г о н р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о и з ъ д а н н о й т о ч -
к и м о ж н о п р о в е с т и н е б о л ѣ е д в у х ъ н а к л о н н ы х ъ , р а в -
н ы х ъ м е ж д у с о б о ю . 

З а д а ч и . 

1 Начертить прямую, равную суммѣ нѣсколькихъ линій. 
2. Начертить прямую, равную данной линіи, повторенной 

нѣсколько разъ . 
3 . Начертить прямую, равную разности д в у х ъ линііі AB и МДГ. 
і . Разделить прямую AB попо.іамъ. 
5 Раздѣ .шть прямую AB па 4, 8, 16 и т . д . равныхъ частей . 
6 . По данной суммѣ s и разности <1 д в у х ъ прямыхъ, опре-

делить эти прямыя. 
7 . Изъ средины линіи AB возставить къ ней перпендикуляръ. 
8 . Ч р е з ъ точку О прямой AB провести къ ней перпендикуляр^ 
9 . Изъ точки M опустить перпендикуляръ на прямую AB. 

10 . Измѣрнть разстояніе точки M отъ прямой AB. 
11. Найти геометрическое мѣсто точекъ , равно отстоящихъ 

отъ д в у х ъ точекъ А и В. 
12 . При точкѣ А прямой AB построить уго.гь , равный данно-

му углу І.ОМ. 
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1 3 . С о с т а в и т ь у г о л ъ , р а в н ы й суммѣ нѣсколькихъ у г л о в ъ . 
U. С о с т а в и т ь у г о л ъ , р а в н ы й данному углу, повторенному н ѣ -

сиолько р а з ъ . 
1 5 . С о с т а в и т ь у г о л ъ , р а в н ы й р а з н о с т и д в у х ъ у г л о в ъ . 
16. Раздѣлить уголъ ВАС пополамъ. 
17 . Раздѣлнть у г о л ъ ВАС на 4-, 8, 16 и т . д . р а в н ы х ъ ч а с т е й . 
18. По данной суммѣ и р а з н о с т и д в у х ъ у г л о в ъ опредѣлнть 

эти у г л ы . 
1 9 . П р о в е с т и ч р ѳ з ъ т о ч к у А прямую, п р о х о д я щ у ю между 

точками В И С на р а в н о м ъ разстояніи отъ н н х ъ . 
20 . Даны д в ѣ точки L и М: найти на прямой AB т а к у ю т о ч к у , 

ч т о б ы прямыя, проведениыя и з ъ этой точки къ точкамъ L и М, 
с о с т а в и л и с ъ прямой AB р а в н ы е углы. 

2 1 . П р о в е с т и ч р е з ъ т о ч к у А прямую, с о с т а в л я ю щ у ю одина-
кіѳ у г л ы с ъ сторонами даннаго у г л а 7 , 0 3 / . 

ѵ 2 2 , I I a прямой AB найти т о ч к у на равномъ р а з с т о я н і и о т ъ 
д в у х ъ д а ш і ы х ъ т о ч е к ъ M и N. 

23 . Найти г е о м е т р и ч е с к о е м ѣ с т о т о ч е к ъ , равно о т с т о я щ и х * 
отъ д в у х ъ прямыхъ AB и CD, п с р е с ѣ к а ю щ и х с я в ъ т о ч к ѣ О . 

2 4 . Найти на прямой AB т о ч к у , равно о т с т о я щ у ю отъ д в у х ъ 
н е р е с ѣ к а ю щ и х с я линій LM и PC*. 

25 . П о с т р о и т ь триугольникъ по тромъ даішымъ стороиамъ е г о . 
2 6 . П о с т р о и т ь триугольникъ по даннымъ диумъ сторонамъ 

и по у г л у , з а к л ю ч а ю щ е м у с я между ними. 
2 7 . П о с т р о и т ь триугольникъ по данной с т о р о н ѣ и д в у м ъ 

прилежащимъ угламъ. 
2 8 . П о с т р о и т ь триугольникъ по даннымъ д в у м ъ сторонамъ и 

по у г л у , противуположному одной изъ н и х ъ . 
2 9 . П о с т р о и т ь прямоугольный триугольникъ по данной гипо-

т е н у з ѣ и данному к а т е т у . 
3 0 . П о с т р о и т ь прямоугольный триугольникъ по данной гипо-

т е н у з ѣ и данному острому у г л у . 
X 3 1 . П о с т р о и т ь триугольникъ по данной с т о р о н ѣ , по прилежа-
щ е м у у г л у и р а з н о с т и д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ . 
л 3 2 . П о с т р о и т ь триугольникъ по данной с т о р о н ѣ , по прилежа-
щ е м у углу и суммѣ д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ . 
* 33 . I I a прямой AB найти т а к у ю т о ч к у , чтобы сумма р а з с т о я -
ній ея отъ д в у х ъ д а н н ы х ъ т о ч е к ъ L и М, л е ж а щ и х ъ но одной 
с т о р о н ѣ прямой AB, была б і ^ наименьшая. 

Г Л А В А I I I . 

П а р а л л е л ь н ы « л и п і и . 

ТІІОРІЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ!, лпиій; HT,КОТОРЫЯ СЛТ.ДСТВІЯ Е Я . О ПАРАЛЛЕ-

ЛОГРАММАХ* П ТРАПЕЦШ. ЗлДАЧІІ. 

П А Р Л Л Л Е Л Ь Н Ы Я Л И Ш И . 

§ 3 1 . Д в ѣ л и н і и AB и CD ( ч е р т . 5 3 ) , л е ж а щ і я в ъ о д -
н о й п л о с к о с т и , и п р и п р о -
д о л ж е н і и в ъ т у и д р у г у ю 
с т о р о н у н е в с т р ѣ ч а ю щ і я с я , 
н а з ы в а ю т с я параллельными. 

Е с л и п е р е с ѣ ч е м ъ п а р а л -
л е л ь н ы я л и н і и Aß и CD к о -

с в е н н о ю л и н і е ю EF, н а з ы в а е м о ю пересекающею, т о о б р а -
з у ю т с я в о с е м ь у г л о в ъ m, п, р, q, и, v, w, х, и з ъ к о -
т о р ы х ъ т, п, го, X н а з ы в а ю т с я внешними, а р, q, и, ѵ— 
внутренними у г л а м и . Р а з с м а т р и в а я у г л ы , по п а р н о , м ы 
н а з ы в а е м ъ д в а у г л а , л е ж а щ і е по о д н о й с т о р о н ѣ п е р е с ѣ -
к а ю щ е й , к а к ъ н а п р . у г л ы m и го и л и q их—односторонни-
ми, у г л ы ж е , л е ж а щ і е п о р а з н ы м ъ с т о р о и а м ъ п е р е с е к а ю -
щ е й , к а к ъ н а п р . у г л ы р и и и л и п uw—наКрестъ лезісащими. 

Д в а о д н о с т о р о ш ш х ъ у г л а , и з ъ к о т о р ы х ъ о д и н ъ в н у -
т р е н н і й , а д р у г о й в и ѣ ш н і й , к а к ъ н а п р . у г л ы m и и , н а -
з ы в а ю т с я соответственными. 

Д л я о б о з н а ч е н і я п а р а л л е л ь н о с т и д в у х ъ л и н і й у п о т р е -
б л я е т с я и н о г д а з н а к ъ ||. Н а п р . AB || CD з н а ч и т ь , ч т о 
л и н і и AB и CD п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю . 

§ 3 2 . Т Е О Р Е М А . Две линіи, перпендикулярный кь 
третьей липіи, параллельны между собою. 
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П о л о ж и м * , ч т о л и н і и AB и C D 
( ч е р т . 54.) п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ 

^ в л и н і и EF; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
л н н і н AB и CD п а р а л л е л ь н ы . 

Доказ. Е с л и бы лииіи AB и CD 
при п р о д о л ж е н і п п е р е с ѣ к а л и с ь , т о 

_ и з ъ т о ч к и и х ъ п е р е с ѣ ч е н і я б ы л и 
Черт. и . б ы о п у щ е н ы д в а п е р п е н д и к у л я р а 

н а л и и і ю EF, ч т о п р о т и в н о § 27. 
§ 3 3 . Т Е О Р Е М А . Деіь лішіи, пересеченныл третьей ли-

шен, параллельны, когда впутренніе на крестъ лежащіе уг-
лы равны. 

П о л о ж и м ъ , что q — и 
( ч е р т . 5 3 ) ; т р е б у е т с я д о к а -
з а т ь , ч т о AB [| CD. 

Доказ. Е с л и б ы л и н і и AB 
и CD при п р о д о л ж е н і и п е -
р е с е к а л и с ь , то с о с т а в и л с я 

б ы т р и у г о л ь н и к ъ , для к о т о р а г о о д и н ъ и з ъ у г л о в ъ q и и 
б ы л ъ б ы в н ѣ ш н и м ъ , д р у г о й в н у т р е н н и м * у г л о м * ; с л ѣ д . , 
п р и и е р е с ѣ ч е н і и лииіи AB и C D , в н ѣ ш н і й у г о л ъ т р н у г о л ь -
н и к а р а в н я л с я бы в н у т р е н н е м у у г л у , ч т о п р о т и в н о § 2 1 . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е п і я с л ѣ д у е т ъ : 
{. Лішіи AB и CD параллельны, когда внѣшнге на крестъ-

лежащіе углы, напр. т_ихг равны, п о т о м у ч т о и з ъ т-Х 
с л ѣ д у е т ъ q — м. 

2 . Лииіи AB и CD параллельны, когда соответствен-
ные углы, напр. m и и , равны, п о т о м у ч т о и з ъ т=и с л ѣ -
д у е т * q = и . 

3. Линги AB и CD параллельны, когда сумма двухъ 
внутреннихs одностороннихъ угловъ, напр. р и и, равна 
двумъ прлмымъ, п о т о м у ч т о и з ъ р н - н = 2dnp-*-q=2d 
с л ѣ д у е т ъ р - + - " = Р - + - Ч, м и и = q. -

К. Линги AB и CD параллельны, когда сумма двухъ 

оішинихъ одностороннихъ угловъ напр. m и гѵ равна двумъ 
прлмымъ, п о т о м у ч т о и з ъ m - t - w = 2 d и гѵч-и = 2 d 
с л ѣ д у е т ъ и — т. 

5 . Е с л и и з ъ в о с ь м и у г л о в ъ m , п, р , q , и, ѵ , ю , х с о -
с т а в и м ъ с л ѣ д у ю щ і я р а в е н с т в а : 

q = и; m — х; р — ѵ; п = ю; 
q -+- V = 2d; m -*- v = 2d; p -+- u=2d; n -+- x—^d; 
q — x; m — и; p = to; n — v; 
q-t-w = 2d; m -»- v~2d; p -+- x=2d; n-t-u = 2 d ; 

т о о ч е в и д н о , ч т о к а ж д о е и з ъ н и х ъ о б у с л о в л и в а е т ъ в с ѣ 
о с т а л ь н ы я ; с л ѣ д о в . линіи AB и CD п а р а л л е л ь н ы , к о г д а 
одно и з ъ э т и х ъ р а в е н с т в ъ с у щ е с т в у е т ъ . 

§ 34. . А К С Ю М А . Две линги AB и C D ( ч е р т . 5 5 ) , изъ 
которыхъ одна CD перпендику-
лярна къ пересекающей EF, а дру-
гая AB составляетъ сг, нею ост-
рый или тупой уголъ, при про-
долженіи пересекаются. * 

§ 3 5 . Т Е О Р Е М А . Параллельныя 
F линги съ пересекающею образуютъ 

Черт. 53. внутренніе , на крестъ лежащіе, 
углы равные. 

П о л о ж и м ъ , ч т о л н н і м AB и CD ( ч е р т . 5 6 ) п а р а л л е л ь -
н ы и п е р е с ѣ ч е н ы л и н і е ю EF; т р е б у е т с я д о к а з . , ч т о q=u. 

Е Доказ. П у с т ь б у д е т ъ О с р е д и -
а на л и н і и MN; и з ъ т о ч к и О о п у -

в с к а е м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ на CD и У 
А 

п р о д о л ж а е м ъ е г о до г і е р е с ѣ ч е н і я 
p D п р я м о й AB. Л и н і я PQ, п е р -

P п е н д и к у л я р н а я к ъ CD , б у д е т ъ 
Черт. Кб. п е р п е н д и к у л я р н а и к ъ A B , и н а ч е 

лпніп CD и AB, по § Зі, при п р о д о л ж е н і и п е р е с ѣ к а -
л н с ь б ы . Слѣд . т р и у г о л ь н и к и М О Р и Q O N п р я м о -
у г о л ь н ы е ; а т а к ъ к а к ъ к р о м ѣ т о г о , но п о с т р о е н і ю , M O = O N , 

- 3 
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и у г о л ъ QON = у г л у МОР, к а к ъ у г л ы в е р т и к а л ь -
н ы е , т о э т и т р и у г о л ь н и к и , п о § 2 4 , р а в н ы , и п о т о -
м у /.. q = /Lu. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о чрезъ данную 
точку моэісно провести только одну линію параллельную 
данной прямой. 

И з ъ т о г о ж е п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
1. Если линіи AB и CD 

параллельны, то вніыиніе на 
кресть лежащге углы, на пр. 
m и X, равны, п о т о м у ч т о 
и з ъ ц—u с л ѣ д у е т ъ т~х. 

2 . Если линін AB и CD 
параллельны, то соответственные углы, на пр. m и и, 
равны, п о т о п у ч т о и з ъ q — и с л ѣ д у е т ъ m — и. 

3. Если линіи AB и CD параллельны, то сумма двухъ 
внутреннихъ одностороннихъ угловъ, на пр. pu и, равна 
двумъ прямымъ, п о т о м у ч т о и з ъ q — и и q-\-p = 2с/ 
с л ѣ д у е т ъ и -*- р = 2с/ . 

4 . Если линіи AB и CD параллельны, то сумма внѣги-
нихъ одностороннихъ угловъ, напр. m и ю, равна двумъ 
прямымъ, п о т о м у ч т о и з ъ m —-х и х -+- w = 2d слѣ-
д у е т ъ m -+- w — 2d. 

5 . В о о б щ е , е с л и линіи AB и CD п а р а л л е л ь н ы , т о с у -
щ е с т в у ю т ъ в с ѣ 1 2 р а в е н с т в ъ § 3 3 с л ѣ д . 5 . О ч е в и д н о , 
ч т о е с л и одно и з ъ э т и х ъ р а в е н с т в ъ н е с у щ е с т в у е т ъ , 
т о н е с у щ е с т в у ю т ъ и в с ѣ о с т а л ь н ы я , и в ъ э т о м ъ с л у -
ч а ѣ линіи н е п а р а л л е л ь н ы , т . е . п р и п р о д о л ж е н і и в с т р ѣ -
т а ю т с я . * ) 

*) За.иѣчаніе. Предложеніе: если den линги пересѣчены косвен-
но третьего, и сумма двух в онутреннихъ одпосто'роннихв уиіоав 
неравна 2d, то линіи при продолжены естрѣчаютея, принято Э в -
клидомъ какъ истина сама собою очевидная, и составляетъ в ъ 
его Геомегріи, и з в ѣ с т н у ю в ъ nay Uli, одинадцагпую аксіому. ИзвЬ-

(l 1° 

.ь иг 
F 

Черт. е з . 
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І Ь К О Т О Р Ы Я СЛѢДСТВІЯ ПЗЪ Т Е 0 Р Ш ПАРАЛЛЕЛЬНЫХЪ ЛПІІІИ. 

§ 3 6 . Т Е О Р Е М А . Двѣ лгшіи параллельный третьей, 
параллельны между собою. 

Е П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 5 7 ) AB || LM 
/ и CD И LM; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 

а р ч т о AB И CD. 
/ Доказ. В с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и 

с D липі.й AB и LM, по § 3 5 , у г о л ъ а= 
/ у г л у с ; в с л ѣ д с т в і е ж е п а р а л л с л ь -

ь м и о с т и л и н і й CD и LM у г о л ъ а = 
/ у г л у с; с л ѣ д о в . /La = Z.Ö, и п о -

* по § 3 3 , л и н і и AB и CD 
Черт. 37. п а р а л л е л ь н ы . 

стность, которою пользуется это предложѳніе между Геометра-
ми, п р о и с х о д и в отъ того , что противъ его очевидности сде-
лано было много возражений. І Іо в с ѣ попытки Г е о м е т р о в ъ 
древняго и поваго времени, строго доказать ато предложеніе, 
н е привели ни къ какому удовлетворительному результату В ъ 
энциклопедш Grubera , в ъ с т а т ь * ; пара.ие.шшл .шит, находится 
подробное нзложеніе разныхъ мнѣній объ этомъ спорномъ пред-
мете, в м е с т е съ указаніѳмъ различныхъ сочиненій о параллель-
ныхъ линіяхъ, число которыхъ простирается до 1 0 0 . Обстоя-
тельное шложеніе разныхъ теорій параллелен находимъ мы также 
в ъ сочинсніи Академика В . Я . Б у н я к о в с к а г о о пара.ие.шшхв 
линглхв (1853). 

Изъ в с ѣ х ъ неудачныхъ попытокъ основать теорію парал-
лельныхъ лиши на строго доказанной истине, мы в ы в о д и м , за-
к .почете , что эта теорія т р е б у е г ь особаго осповнаго положе-
шя, которое должно быть допущено безъ доказательства, какъ 
истина сама собою очевидная. Затрудненіе можетъ заключать-
ся только в ъ выборе предложенія, столь очевиднаго, чтобы 
оно могло быть допущено безъ доказательства. Предложе-
н а , что двѣ .шит, из в которых* одна перпендикулярна а 
"руіал ne перпендикулярна кв пересѣкающей, при продолжены 
«стрѣтяте*, принятое, в ъ § 34, какъ аксіома в ъ оспованіи 
іеорш иараллельныхъ линій, очевидно, есть ничто иное, какъ 
простеишее выраженіѳ одинадцатой аксіомы Эвклида. 

3 * 
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§ 3 7 . Т Е О Р Е М А Отрѣаки параллельныхъ между па-
раллельными равны. \ 

П о л о ж п м ъ , ч т о ( ч е р . 5 8 ) LM || PQ 
и RS II TU; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 

м ч т о АЛ—CD и AC=BD. 
Доказ. С о е д и н и в * т о ч к и С и 

. В, з а м ѣ т и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и 
ABC и BDC и м ѣ ю т ъ о б щ у ю с т о -

^ TJ- р о н у С В , и ч т о , к р о м ѣ т о г о , п о 
Ч е р т . ю . § 3 5 , Z ABC^LBCD и ACBD= 

Z АСВ, к а к ъ у г л ы в н у т р е н н і е н а и р е с т ъ л е ж а щ і е ; с л ѣ д . 
э т и т р и у г о л ь н и к и , по § 1 7 , р а в н ы , и п о т о м у AB —CD 
И АС - BD. 

Обратная теорема. Если AB = CD и АС - BD, то 
LM\\PQ и BS\\TU. 

Доказ. В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , т р и у г о л ь н и к и ABC и BDC и м ѣ -
ю т ъ о б щ у ю с т о р о н у СВ и к р о м ѣ т о г о , по п о л о ж е н і ю , 
AB = CD п AC = BD; с л ѣ д . э т и т р и у г о л ь н и к и , по § 2 0 , 
р а в н ы , и п о т о м у Z A ß C = Z BCD и Z CBD = Z АСВ. 
В с л ѣ д с т в і е э т о г о , по § 3 3 , LM || PO и BS || TU. 

П р е д п о л а г а я , ч т о л и н і и LM и PQ п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ 
л и н і я м ъ BS H TU, н а х о д и м ъ и з ъ п р е д ъ и д у щ и х ъ г і р е д -
л о ж е н і й , ч т о п а р а л л е л ь н ы й л и н і и в о в с ѣ х ъ т о ч к а х ъ 
о т с т о я т ь д р у г ъ о т ъ д р у г а н а р а в н о м ъ р а з с т о я н і и , и н а -
о б о р о т ъ , л и н і и , в о в с ѣ х ъ т о ч к а х ъ р а в н о о т с т о я щ і я д р у г ъ 
о т ъ д р у г а , — п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю . у 

§ 3 8 . Т Е О Р Е М А . Еслиуілы сь'параллельными сторонами 
обращены своими отверстіями въ 
одну сторону или въ противупо-
ложкыя стороны, то они равны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 5 9 ) , 
AB II DE и ВС II EF-, т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о у г л ы DEF 

Ч е р т ,.9 и A B C , о б р а щ е н н ы е с в о и м и 
о т в е р с т і я м и в ъ о д н у с т о р о н у , р а в н ы . 
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Доказ. П р о д о л ж и в ъ с т о р о н у AB до п е р е с ѣ ч е н і я с ъ EF, 
н а х о д и м ъ , п о § 3 5 , Z ABC = /.AKFu Z AKF = Z DEF, 
к а к ъ у г л ы с о о т в ѣ т с т в е н н ы е ; с л ѣ д . Z ABC = Z DEF. 

П р о д о л ж и в ъ с т о р о н ы DE и FE, н а х о д и м ъ ч т о Z ABC = 
Л HEG, т . е . у г л ы ABC и HEG, с ъ п а р а л л е л ь н ы -
ми с т о р о н а м и , н о о б р а щ е н н ы е в ъ п р о т и в у п о л о ж н ы я 
с т о р о н ы , т а к ж е р а в н ы . 

Если же углы, съ параллельными сторонами, обращены 
DA оъ разныл, но не прямо противупо-

/ / ЛОЖНЫ» стороны, какъ углы ABC и 

G-.—Jia-l с. DEF ( ч е р т . 6 0 ) , то сумма ихъ рав-
т— J E в на двумъ прлмымъ. В ъ с а м о м ъ д ѣ -

Чсрт. 60. л ѣ , п р о д о л ж и в ъ с т о р о н у ВС, н а х о -
д и м ъ , по § 3 5 : Z ABC -+- Z DKG — 2 d и Z DKG ~ 

Z DEF, с л ѣ д . Z ABC Z DEF = 2 d . 
§ 3 9 . Т Е О Р Е М А . Если стороны одного угла перпенди-

кулярны къ сторонамъ другого угла, то эти углы равны 
или составляютъ 2 d . 

к П о л о ж и м ъ , ч т о с т о р о н ы у г л а DEF 
Е Л ( ч е р т . 6 1 ) п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ с т о р о -

\ н а м ъ у г л а A B C ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
/ ъ . Z DEF = Z ABC. 

с Доказ. П р о в е д я ВН || ED и BG || EF, 
Г \ н а х о д и м ъ , п о п р е д ы д у щ е м у § , Z.HBG -

G н /-DEF, и в с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и 
Черт. 61. л и н і й , по § 3 5 , Z HBD - Z EDA = d 

H Z GBC ~ Z CFE= cl. Е с л и ж е и з ъ у г л а GBA в ы ч т е м ъ 
п р я м о й у г о л ъ G ВС, т о п о л у ч и м ъ у г о л ъ ABC; е с л и ж е 
и з ъ т о г о ж е у г л а в ы ч т е м ъ п р я м о й у г о л ъ HBD, т о п о -
л у ч и м ъ у г о л ъ GBH; с л ѣ д о в . Z ABC = Z GBH, и п о т о м у 
Z ABC = r /.DEF. 

О ч е в и д н о , ч т о у г о л ъ KED, с т о р о н ы к о т о р а г о т а к ж е 
п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ с т о р о н а м ъ у г л а A B C , с о с т а в л я е т е 
в м ѣ с т ѣ с ъ І і и м ъ 2 d . 

К 

В 
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К о г д а у г л ы , к о т о р ы х * с т о р о н ы в з а и м н о п е р п е н д и к у -
л я р н ы , или о б а о с т р ы е или о б а т у п ы е , т о о н и р а в н ы 
м е ж д у с о б о ю ; к о г д а ж е о д и н ъ о с т р ы й а д р у г о й т у п о й , т о 
о н и в м ѣ с т ѣ с о с т а в л я ю т ъ 2 d . 

§ 4 0 . Т Е О Р Е М А . ВО всяісомъ триугольника сумма его 
угловъ равняется, двумъ прямымъ*- А* ^д0 

в Е П у с т ь б у д е т ъ A B C - ( ч е р т . 6 2 ) к а к о й 
н и б у д ь т р и у г о л ь н и к ъ ; т р е б у е т с я д о -
к а з а т ь , ч т о 

D Z . ВАС - + - Z . ABC -+- Z. ВС А = 2с/. 
Черт. 02. Доказ. П р о д о л ж и в ъ с т о р о н у АС, и 

п р о в е д я СЕ\\ AB, н а х о д и м ъ , по § Зі», Z . ECD=Z. ВАС, 
к а к ъ у г л ы с о о т в ѣ т с т в е п н ы е , и Z . ВСЕ = Z . ABC, к а к ъ " 
в н у т р е н н і е н а к р е с т ъ л е ж а щ і е у г л ы ; с л ѣ д о в . 

ВАС ABC ВСА — ECD н- ВСЕ -+- АСВ 
Н о т а к ъ к а к ъ , п о § 5 , ECD -+- ВСЕ -+- АСВ = 2d, т о 
ВАС -t- ABC -+- BCA=2d, ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
1 . В н ѣ ш н і й у г о л ъ т р и у г о л ь н и к а р а в е н ъ с у м м ѣ д в у х ъ 

в н у т р е н н и х ъ у г л о в ъ н е с м е ж н ы х ъ с ъ н и м ъ . 
2 . В ы ч и т а я с у м м у д в у х ъ у г л о в ъ т р и у г о л ы ш к а и з ъ 2с?, 

п о л у ч а е м ъ т р е т і й у г о л ъ е г о . 
3 . Е с л и д в а у г л а о д и а г о т р и у г о л ь н и к а , п о р о з н ь и л и 

в м ѣ с т ѣ в з я т ы е , р а в н ы д в у м ъ у г л а м * д р у г а г о т р и у г о л ь -
н и к а , то и т р е т і й у г о л ъ п е р в а г о р а в е н ъ т р е т ь е м у у г л у 
в т о р а г о . 

4 . С у м м а д в у х ъ о с т р ы х ъ у г л о в ъ п р я м о у г о л ь н а г о т р и -
у г о л ь н и к а р а в н а п р я м о м у у г л у . 

5 . В ъ р а в н о с т о р о н н е м ъ т р и у г о л ы ш к ѣ к а ж д ы й у г о л ъ 
р а в н я е т с я t / 3 d . 

6 . В ъ т р и у г о л ы ш к ѣ н е м о ж е т ъ б ы т ь б о л ѣ е о д н а г о 
и р я м а г о или т у п а г о у г л а . 
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§ 4 1 . Т Е О Р Е М А . Сумма угловъ всякого многоугольника 
равняется двумъ прямымъ повтореннымъ столько разъ, 
сколько многоуюлыіикъ имѣетъ сторонъ безъ двухъ. 

П о л о ж и м ъ ч т о м н о г о у г о л ь н и к ъ 
ABCDEFG ( ч е р т . 2 4 ) и м ѣ е т ъ п 
с т о р о н ъ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
с у м м а е г о у г л о в ъ р а в н а 2с/ ( п — 2 ) . 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ д і а г о н а л и , в ы -
х о д я щ і я и з ъ в е р ш и н ы к а к о г о - н и -

Чсрт. 2-і. б У Л ь У г л а А м н о г о у г о л ь н и к а , р а з -
д ѣ л я ю т ъ е г о н а п — 2 т р и у г о л ь н и к о в ъ ( § 1 0 ) , а с у м м а 
у г л о в ъ в с я к а г о т р и у г о л ь н и к а , по § 4 0 , р а в н а 2с/ , т о с у м -
ма у г л о в ъ м н о г о у г о л ь н и к а р а в н я е т с я 2с/ ( п — 2 ) . 

П р е д с т а в и в ъ в ы р а ж е н і е 2с/ ( я — 2 ) в ъ в и д ѣ 2 с / « — 4 с / , 
з а к л ю ч а е м ъ , ч т о с у м м а у г л о в ъ в с я к а г о м н о г о у г о л ь н и к а 
р а в н я е т с я т а к ж е двумъ прямымъ, умноженнымъ на число 
сторонъ многоугольника безъ четырсхъ прямыхъ. Т а к ъ 
н а п р . с у м м а у г л о в ъ в с я к а г о ч е т ы р е у г о л ь н и к а р а в н а 4с/ , 
в с я к а г и п я т и у г о л ь н и к а — 6с/ и т . д. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о в о п с я к о м ъ м н о -
г о у г о л ь н и к ѣ сумма внѣшнихъ угловъ, происшедшихъ отъ 
продолженія всгьхъ сторонъ его по одному направленно, 

равняется 4d. 
В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , т а к ъ к а к ъ к а ж д ы й в и ѣ ш н і й у г о л ъ , в м ѣ -

с т ѣ с ъ с о о т в ѣ т с т в е н н ы м ъ е м у в н у т р е н н н м ъ у г л о м ъ , с о -
с т а в л я е т ъ 2с/, т о с у м м а в с ѣ х ъ в н ѣ ш н и х ъ и в н у т р е н н и х * 
у г л о в ъ в м ѣ с т ѣ р а в н я е т с я 2с/я.; а т а к ъ к а к ъ , по г іредъи-
д у щ е м у , с у м м а в н у т р е н н и х ъ у г л о в ъ р а в н а tydn— Ad, 
т о с у м м а в н ѣ ш н н х ъ у г л о в ъ б у д е т ъ 2 d n — ( 2 i n — Ad) 
т . е . 2 d n — 2 d n -+- 4с/ или 4с/. 

§ 4 2 . Т Е О Р Е М А . Если раздѣлимъ одну сторону угла 
на равная части, и чрезъ точки дѣленія проведемъ па-
раллельный линіи, то и другая сторона угла разде-
лится на равнып части. 
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П о л о ж и м ъ , ч т о с т о р о н а A B 
( ч е р т . 6 3 ) у г л а ВАС р а з д е л е -
н а н а р а в н ы я ч а с т и : A a ~ a b = 
be = cd, и ч т о п р о в е д е н ы п а -
р а л л е л ь н ы й л и н і и al II bm 11 
en 11 dp-, т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 

Черт. 63. ч т о AI — Im = тп — пр. 

Доказ. П р о в е д е м ъ л и н і и ai, bit, ch п а р а л л е л ь н о AC, 
т о г д а в ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ Aal, abi, bek, cdh, п о п о л о ж е -
нию, Aa = ab r r bc — cd, и к р о м е т о г о у г л ы п р и л е ж а -
щ і е э т и м ъ л и н і я м ъ , к а к ъ у г л ы с о о т в е т с т в е н н ы е , н о § 3 5 , 
р а в н ы ; с л ѣ д о в . э т и т р и у г о л ь н и к и , но § 1 7 , р а в н ы м е ж д у 
с о б о ю , и п о т о м у Al — ai = bk = ch, a в с л ѣ д с т в і е э т о -
г о , по § 3 7 : 

Al — Im — тп — пр. 

П а р а л л е л о г р а м м ы и т р а п е ц і и . 

§ 4 3 . Ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ ABCD (черт. 6 4 ) , в ъ к о т о р о м ъ 
д в ѣ с т о р о н ы AB и CD п а р а л л е л ь н ы , д в ѣ 

А М в д р у г і я ж е с т о р о н ы AD и ВС н е п а р а л -
л е л ь н ы , н а з ы в а е т с я трапеціею. Р а з с т о я -

Б L ^ SC н і е д в у х ъ г і а р а л л е л ь н ы х ъ с т о р о н ъ , т . е . 
Черт. 04. п е р п е н д и к у л я р ъ Л I N , о п у щ е н н ы й и з ъ к а -

к о й - н и б у д ь т о ч к и о д н о й и з ъ п а р а л л е л ь н ы х ъ с т о р о н ъ на 
д р у г у ю , н а з ы в а е т с я высотою т р а п е ц і и . 

Ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ ABCD ( ч е р т . 0 5 ) , в ъ к о т о р о м ъ гіро-
Черт . оз. Ч е р т , со. т н в у п о л о ж н ы я с т о р о н ы парал-

с л е л ы і ы , н а з ы в а е т с я параллело-
граммомъ. О д н а и з ъ с т о р о н ъ 

D п а р а л л е л о г р а м м а , н а п р . AD н а -
с з ы в а е т с я основапіе.чъ, а п е р п е н -

д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й н а о с -
п н о в а н і е и з ъ к а к о й - н и б у д ь т о ч к и 

п р о т и в у п о л о ж н о й с т о р о н ы — в ы " 

В В 

А ѵ 

В г 

Черт. 0 7 . 

А 
Черт . 0 8 . сотою п а р а л л е л о г р а м м а . 
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П а р а л л е л о г р а м м * ABCD ( ч е р т . 6 6 ) , в ъ к о т о р о м ъ в с ѣ 
у г л ы п р я м ы е , н а з ы в а ю т с я прямоугольником. О д н а и з ъ 
с т о р о н ъ п р я м о у г о л ь н и к а , н а п р . AD, е с т ь о с н о в а н і е , а 
д р у г а я A B в ы с о т а е г о . 

О ч е в и д н о , ч т о п р я м о у г о л ь н и к и , и м ѣ ю щ і е о д и н а к о в 
о с н о в а н і е и о д и н а к у ю в ы с о т у , р а в н ы м е ж д у с о б о ю , п о т о м у 
ч т о т а к і е п р я м о у г о л ь н и к и п р и н а л о ж е н і и с о в п а д а ю т ъ . 

П а р а л л е л о г р а м м ъ ABCD ( ч е р т . 6 7 ) , в ъ к о т о р о м ъ в с ѣ 
ч е т ы р е с т о р о н ы р а в н ы , н а з ы в а е т с я ромбомъ. 

І І р я м о у г о л ы і и к ъ ABCD ( ч е р т . 6 8 ) , в ъ к о т о р о м ъ в с ѣ 
ч е т ы р е с т о р о н ы р а в н ы , н а з ы в а е т с я квадратомъ. 

В о в с я к о м * п а р а л л е л о г р а м м е с у м м а у г л о в ъ , п р и л е ж а -
щ и х ъ к ъ о д н о й и з ъ е г о с т о р о н ъ , н а п р . у г л ы А и D 
( ч е р т . 6 5 ) , по § 3 5 , р а в н а д в у м ъ п р я м ы м ъ , а п р о т и в у -
п о л о ж н ы е у г л ы , н а п р . у г л ы А и С, по § 3 8 , р а в н ы м е ж -
д у с о б о ю . 

П р о т и в у п о л о ж н ы я с т о р о н ы п а р а л л о л о г р а м м а , по § 3 7 , 
р а в н ы , и н а о б о р о т ъ , ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ , в ъ к о т о р о м ъ п р о -
т и в у п о л о ж н ы я с т о р о н ы р а в н ы , по § 3 7 , е с т ь п а р а л л е -
л о г р а м м ъ . 

§ 4 4 . Т Е О Р Е М А . Всякій параллелограмм* діаюналыо де-
лится на два равныхъ триугольника. 

в с П р о в е д е м ъ в ъ п а р а л л е л о г р а м м е ABCD 
( ч е р т . 6 9 ) д і а г о н а л ь А С , т р е б у е т с я д о -
к а з а т ь , ч т о т р и у г о л ь н и к и ABC и ADC 
р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

Доказ. Т р и у г о л ь н и к и ABC и ACD и м ѣ ю т ъ о б щ у ю 
с т о р о н у АС, и к р о м ѣ т о г о , по § 4 3 , AB = CDii ВС= 
AD; с л е д о в , э т и т р и у г о л ь н и к и р а в н ы ( § 2 0 ) . 

О ч е в и д н о , что п р я м о у г о л ь н и к ъ , р о м б ъ и к в а д р а т ъ , к а к ъ 
ч а с т н ы е с л у ч а и п а р а л л е л о г р а м м а , д е л я т с я д і а г о н а л ы о т а к -
ж е на д в а р а в н ы х ъ т р и у г о л ь н и к а . 
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§ 4 5 . Т Е О Р Е М А . Дгагоиали параллелограмма взаимно 
дѣлятся пополамъ. 

в с П р о в е д е м ъ в ъ п а р а л л е л о г р а м м ѣ ABCD 

{ ^ ß c f f ( ч е Р т - 7 0 ) д і а г о н а л и АС и BD; т р е б у е т с я 
А Â ^ — ^ S f j j д о к а з а т ь , ч т о АО = ОС и ВО = OD. 

Черт. 70. Доказ. В ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ BOCuAOD, 
п о § 4 3 , ВС zz AD, в с л ѣ д с т в і е ж е п а р а л л е л ь н о с т и с т о -

р о н ъ , Z ОВС = Z ODA a Z ВСО = Z OAD; с л ѣ д о в . 
э т и т р и у г о л ь н и к и , по § 1 7 , р а в н ы , и п о т о м у 

ВО = OD и АО = ОС. 
О ч е в и д н о , ч т о д і а г о н а л и п р я м о у г о л ь н и к а , р о м б а и к в а -

д р а т а т а к ж е в з а и м н о д ѣ л я т с я п о п о л а м ъ . К р о м ѣ т о г о 
д і а г о н а л и п р я м о у г о л ь н и к а , р о м б а и к в а д р а т а и м ѣ ю т ъ 
о с о б ы я о т л и ч и т е л ь н ы я с в о й с т в а . 

с Дгагоиали АС и BD ( ч е р т . 7 1 ) прямоуголь-
ника ABCD равны между собою; э т о с л ѣ -
д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и -
у г о л ы ш к и ABC и BAD, ВЪ к о т о р ы х ъ к а -

Черт. 71. т е т ъ A J i о б щ і й и крОМ'І> т о г о ВС r r AD, 
р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

Дгагоиали АС и BD ( ч е р т . 7 2 ) ромба 
AB CD взаимно перпендикулярны; э т о с л ѣ -
д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о т р и у г о л ь н и к и A B О и 

D ВОС, и м ѣ ю щ і е о б щ у ю с т о р о н у ВО, и к р о -
Черт. 72. м ѣ ' г о г о ' 1 , 0 п о л о ж е н і ю , AB = ВС, а по 

д о к а з а н н о м у , АО = ОС, р а в н ы м е ж д у с о б о ю ; с л ѣ д о в . 
Z BOA = Z . ВОС. И з ъ р а в е н с т в а т ѣ х ъ ж е т р и у г о л ь н и -
к о в ъ с л ѣ д у е т ъ , ч т о Z ABO = Z ОВС, т . е . діагонали 
ромба дѣлятъ углы ею пополамъ. 

Дгагоиали квадрата равны, взаимно перпендикулярны 
и діьлятъ углы его пополамъ; э т о с л ѣ д у е т ъ и з ъ т о г о , 
ч т о к в а д р а т ъ с о е д и н я е т ъ в ъ с е б ѣ в с ѣ с в о й с т в а п р я м о -
у г о л ь н и к а и р о м б а . 
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§ 4 6 . Т Е О Р Е М А . Лингя, соединяющая средины двухъ 
непараллельныхъ сторонъ трапеціи, 1) параллельна двумъ 
другим* стороиамъ ея, .и 2) равняется полусумма ихъ. 

с П о л о ж и м ъ , ч т о ВЪ т р а п е ц і и ABCD 
\ ( ч е р т . 7 3 ) M и N с у т ь с е р е д и н ы д в у х ъ 
Y н е п а р а л л е л ь н ы х * с т о р о н ъ е я ; т р е б у е т с я 
\ D д о к а з а т ь , 1 ) ч т о MN п а р а л л е л ь н о AD и 

Чарт. 73. ВС, и 2) ч т о MN — ЛТ) ВС. 

Доказ П р о в е д я л и н і и BE и MF п а р а л л е л ь н о с т о р о н ѣ 
Cl), з а м ѣ т и м ъ , ч т о MB—AM, и CN = ND; н о по § 3 7 , 
BE = CN, MF = ND, с л ѣ д о в . BE = MF; н а к о н е ц ъ , 
т а к ъ к а к ъ ( § 3 6 ) л и н і и BE и MF п а р а л л е л ь н ы м е ж д у 
с о б о ю , т о Z МВЕ = Z AMF. С л ѣ д . т р и у г о л ь н и к и МВЕ 
и AM F, и м ѣ ю щ і е д в ѣ с т о р о н ы и у г о л ъ м е ж д у н и м и р а в -
н ы м и , по § 1 5 , р а в н ы м е ж д у с о б о ю , и п о т о м у /LBME— 
Z.MAF, a в с л ѣ д с т в і е э т о г о ( § 3 3 ) л и н і и MN и AD п а -
р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю . . 

Д а л ѣ е , и з ъ р а в е н с т в а т ѣ х ъ ж е т р и у г о л ь н и к о в ъ МВЕ и 
Л MF с л ѣ д у е т ъ ME—AF; н о т а к ъ к а к ъ ( § 3 6 ) EN — ВС 
и FI) = MN, т о н а х о д и м ъ : 

MN = ВС -+- ME; MN = AD — AF = AD — ME; 
с к л а д ы в а я э т и д в а р а в е н с т в а , п о л у ч а е м ъ 2 M N — B C - t - A D , 

ВС-л-AD 
с л ѣ д о в . MN = -— . 

З а д а ч и . 

Ч р ѳ з ъ т о ч к у А п р о в е с т и линію параллельно данной пря-
мой L M . 

35 . Чрезъ т о ч к у А п р о в е с т и линію, п е р е с ѣ к а ю щ у ю прямую 
LM подъ даннымъ угломъ. 

3 6 . Найти г е о м е т р и ч е с к о е мѣсто т о ч е к ъ о т с т о я щ і і х ъ о т ъ пря-
мой LM на разстоянін а . 
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3 7 . Чему р а в н я е т с я сумма у г л о в ъ пятнадцатиугольника? 
äb. Сколько с т о р о н ъ имѣетъ м н о г о у г о л ь н и к у сумма ѵ г л о в ъ 

к о т о р а г о р а в н а 30d? у г л о в ъ 

г о л ы г и к у О С Т Р О " Т Ь M " 0 r 0 y r 0 J b H , 1 K ' b Р а ш і ы і і Данному многоу-

4 0 . Определить у г о л ъ , с о с т а в л е н н ы й д в у м я лнніями, разделя-
ющими пополамъ в н у т р е н н і ѳ о д н о с т о р о н н і е углы д в у х ъ парал-
лельныхъ лиіпй. J F 

41 Ч р е з ъ т о ч к у А п р о в е с т и с е к у щ у ю къ двумъ параллель-
ньшъ лишямъ LM и Р 0 , т а к ъ , ч т о б ы ч а с т ь ея , з а к л ю ч а ю щ а я с я 
между ними, равнялась данной линіи а. 

4 2 . Разделить линію AB на « р а в н ы х ъ ч а с т е й . 
4 3 . Ч р е з ъ точку О, н а х о д я щ у ю с я в н у т р и у г л а ВАС, п р о в е с т и 

прямую такъ , чтобы ч а с т ь ея , з а к л ю ч а ю щ а я с я между сторонами 
угла, делилась бы в ъ т о ч к е О пополамъ. 

U . Построить триугольникъ по данной в ы с о т е h и д в у м ъ -
даннымъ угламъ при основаніи . 

4 5 . П о с т р о и т ь р а з д в о е н н ы й т р н у г о л ы . и к ъ по данному о с 
нованпо и у г л у при в е р ш и н е . ' 

4 0 П о с т р о и т ь триугольникъ по данному периметру р, данной 
в ы с о т е h и данному углу , прилежащему о с н о в а н і ю 

4 7 . П о с т р о и т ь триугольникъ по данному периметру » и д в у м ъ 
даннымъ угламъ m и я . 1 3 у 

4 8 . П о с т р о и т ь параллелограммъ по д в у м ъ даннымъ діагона-
лямъ и одной и з ъ с т о р о н ъ его . 

Г Л А В А I V . 
П о д о 6 і е . 

ІІОДОВІЕ ПРЯМОЛІШЕІІІІЫХЪ ФПГУРЪ. ОТНОШЕШЕ ЛИШЙ. І Ь К О Т О Р Ы Я ПРЕД-

ЛОЖЕНЫ О ТРИУГОЛЫПІКѢ. Г А Р м о н п ч Е с к о е ДЕ-IEIUE. ЗАДАЧИ. 

П о д о б і е т р и у г о л ь н и к о в ъ . 
S V. Т р и у г о л ь н и к и ABC и А,В,С, ( ч е р т . 7 4 ) , к о т о -

* р ы х ъ у г л ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы , 

н а з ы в а ю т с я подобными. С т о р о н ы , 
л е ж а щ і я п р о т и в ъ р а в н ы х ъ у г л о в ъ , 
н а з ы в а ю т с я сходственными. 

А. о А , о , П о д о б і е о б о з н а ч а е т с я и н о г д а 
Черт. 74. з н а к о ы ъ гѵ , ; т а к ъ н а п р и м ѣ р ъ 

— 44 — 

A ABC ОА Л А,В,С1 о з н а ч а е т ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и ABC и 
А,В,С{ п о д о б н ы . 

И з ъ о п р е д ѣ л е н і я п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ с л е д у е т ъ : 
1) Д в а т р и у г о л ь н и к а , и м е ю щ і е п о д в а с о о т в е т с т в е н н о 

р а в н ы х ъ у г л а , п о д о б н ы ( § 4 0 с л е д . 
2 ) Е с л и в ъ т р и у г о л ь н и к е A B C ( ч е р т . 7 5 ) п р о в е д е м ъ 

в л и н і ю DE п а р а л л е л ь н о с т о р о н е АС, т о 
о т с ѣ ч е н н ы й т р и у г о л ь н и к ъ DBE и т р и -

в у г о л ь н и к ъ A B C п о д о б н ы , п о т о м у ч т о , 
по § 3 5 , Z BDE = Z ВАС M Z BED = 

Черт 75' ^ С А , к а к ъ у г л ы с о о т в е т с т в е н н ы е . 
§ 4 8 . Т Е О Р Е М А . ВТ, подобныхъ триугольникахъ сход-

ственный стороны пропорціональны. 
в П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ т р и -

B ^ û у г о л ь н и к а х ъ ABC и ALBTCL 

' - J M / \ ( 4 E I J T - 7 Б ) А = - 4 ' ; В = 

и < < Ш \ \ \ \ \ Ѵ \ \ X \ В С = С,: т р е б у е т с я д о -
А Е С А , ° / к а з а т ь , ч т о 

Черт. 76. 
А В _ А_С_ _ В С 

А,В{ А,С\ ~ В ,С, ' 

Доказ. О т л о ж и м ъ н а AB и АС ч а с т и AD и АЕ с о -
о т в е т с т в е н н о р а в н ы й А,В, и А,С{ и с о е д и н и м * D и Е; 
т р и у г о л ь н и к и ADE и ALBLCL, и м е я по д в е с т о р о н ы и по 
у г л у м е ж д у н и м и р а в н ы м и , р а в н ы ( § 1 5 ) ; * с л е д . Z B t = 
Z ADE, и к а к ъ Z В, = Z В, т о LB - LADE, и п о -
т о м у , по § 3 3 , л и н і и DE и ВС п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о -
б о ю . Д а л е е р а з е м о т р и м ъ д в а с л у ч а я : 

1-й случай, к о г д а л и н і и AB и AD соизмеримы, т . е . 
к о г д а е с т ь н е к о т о р а я ч а с т ь , н а з ы в а е м а я общею мерою, 
к о т о р а я с о д е р ж и т с я в ъ AB и AD ц е л о е ч и с л о р а з ъ . 
П у с т ь о б щ а я м е р а с о д е р ж и т с я в ъ A B m р а з ъ а в ъ . 4 0 

» р а з ъ , т а к ъ ч т о 4 5 ' = ~ ' Е с л и п р о в е д е м ъ ч р е з ъ в с е 
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т о ч к и д ѣ л е н і я л и н і и AB п р я м ы я , п а р а л л е л ь н ы я с т о р о н ѣ 
ВС, т о н о § 4-2 л и ы і и АС и АЕ р а з д ѣ л я т с я т а к ж е н а 

АС m 
т и п р а в н ы х * ч а с т е й , т а к ъ ч т о —-=г = — и с л ѣ д о в . 

АЕ п 
AB _ АС 
AI) - АЕ ' 

2-й случаи, к о г д а л и н і и AB и AD ( ч е р т . 7 7 ) н е с о и з -
м ѣ р и м ы , т . е . н е и м ѣ ю т ъ 
о б щ е й м ѣ р ы . В ъ э .томъ 
с л у ч а ѣ с п р а в е д л и в о с т ь 

. AB АС 
- о / ф о п о р ц ш - ^ - ^ м о ж -

н о о б н а р у ж и т ь , д о к а з ы -

в а я , ч т о о т н о ш е ш е — н е м о ж е т ъ б ы т ь н и б о л ѣ е н и 
AD 

,... АС 
м е н ѣ е о т н о н і е ц і я • 

AL 
, AB . AC , . г 

В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , е с л и б ы — п т о в м ѣ с т о Ali 
AD Ab 

. , , AB AC 
в о з ь м е м ъ м е н ь ш у ю л и н и о А х , т а к ъ ч т о б ы = 

Р а з д ѣ л и м ъ с т о р о н у АС н а т а к о е ч и с л о р а в н ы х ъ ч а -
с т е й , ч т о б ы к а ж д а я ч а с т ь б ы л а м е н ѣ е х Е , т о г д а , по 
к р а й н е й м ѣ р ѣ , о д н а и з ъ т о ч е к ъ д ѣ л е н і я б у д е т ъ л е ж а т ь 

м е ж д у X и Е. П у с т ь б у д е т ъ К т а к а я т о ч к а ; п р о в е д я л и -
н і ю КН п а р а л л е л ь н о ВС, и з а м ѣ т и в ъ , ч т о л и н і и А С и 

AB АС 
А К с о и з м ѣ р и м ^ і , н а х о д и м ъ , н о п р е д ы д у щ е м у : = — • 

Е с л и э т у п р о п о р ц і ю р а з д ѣ л и м ъ н а д о п у щ е н н у ю н а м и 
AB АС 

п р о п о р ц н о -ry» = 177 и с о к р а т и м * р а в н ы е ч л е н ы , т о 
AU АСС 

AI) Ах . AD Ах 
н а х о д и м ъ о т н о ш е н і я и п е м о " 

г у т ъ б ы т ь р а в н ы , п о т о м у ч т о п е р в о е б о л ь ш е , а в т о р о е 
м е н ь ш е е д и н и ц ы . 
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„ a . A B АС 
И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о д о п у щ е н і е — = — н р и в о -

AU ЛСС 
д и т ъ к ъ л о ж н о м у з а к л ю ч е н і ю , с л ѣ д . н е с п р а в е д л и в о , и ч т о 

• А В , по э т о м у о т н о ш е н і е н е м о ж е т ъ б ы т ь б о л ь ш е о т н о -

. АС 
ш е ш я - — • 

АЕ 

/ П о д о б н ы м * ж е о б р а з о м ъ м о ж н о д о к а з а т ь , ч т о о т н о -
• AB л „ .АС 

ш е н і е — н е м о ж е т ъ б ы т ь и м е н ѣ е о т и о ш е н і я — • 
AD АЕ 

с т о и т ъ т о л ь к о в м ѣ с т о АЕ в з я т ь л и н і ю Ay б о л ь ш у ю е я , 
и п о в т о р и т ь п р е д ъ и д у щ і я р а з с у ж д е н і я . у 

И т а к ъ - в ъ с л у ч а ѣ н е с о и з м ѣ р и м о с т и к а к ъ в ъ с л у ч а ѣ 
AB АС AB AC 

с о и з м ѣ р и м о с т и • и м ѣ е м ъ — —р или - ^ — - ^ г • 

Д о к а з а в ш и п р о п о р ц і о н а л ь н о с т ь д в у х ъ с т о р о н ъ п о д о б -
н ы х * т р и у г о л ь н и к о в ъ , м о ж н о о б н а р у ж и т ь п р о п о р ц і о н а л ь -
н о с т ь и с т о р о н ъ СВ и С1В1, н а л о ж и в ъ А А1В1СІ 

в ( ч е р т . 7 8 ) н а Л A B C т а к ъ , 
А в / ч т о б ы у г о л ъ j В , с о в п а л ъ 

Q / \ с ъ у г л о м ъ В и &АІВ1СІ 

А \ с A Z — ^ о , п р и н я л ъ п о л о ж е н і е FBG. 

Черт. 78. П о п р е д ы д у щ е м у и м ѣ е м ъ ; 
AB _ ВС AB _ В С 
B F - B G и л и 

С о е д и н и в ъ э т у п р о п о р ц і ю с ъ п р е ж д е п о л у ч е н н о ю п р о -
п о р ц і е ю , н а х о д и м ъ ' : 

А В _ А_С_ _ В_С_ 
Ä f f - А,С, - В,С,' 

ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 
И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о в ъ п о д о б н ы х ъ 

т р и у г о л ь н и к а х ъ ABC и А,В,С, ( ч е р т . 7'.) с м . н а о б о р . ) 
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в ы с о т ы BD и B{D, п р о п о р ц і о 
y k Ъ н а л ь н ы с т о р о н а м ъ , п о т о м у ч т о 

' \ / \ т р и у г о л ь н и к и ABD и A,BIDL 

С A , JJ ( о, в ъ к о т о р ы х ъ LA — LA,, ПО ПО-
Чері. 79. л о ж е н і ю , и LADB=LAID1B1, 

A t { 

к а к ъ у г л ы п р я м ы е , п о д о б н ы , с л ѣ д о в . _ • 

§ 4 9 . Т Е О Р Е М А . Триугольники, которыхв стороны про-
порциональны, подобны между собою. 

в 
І І о л о ж и м ъ , ч т о в ъ т р и -

у г о л ь н и к а х ъ ABC и A{B,CT 

, _ 0 , А В ВС 
- ( ч е Р т / 8 ) Т1Г - 7 Г г -

Черт. 7 8 . ^ Л і 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о Z . A = : Z . A ( ; LB=LB 

Доказ. О т л о ж и м ъ н а AB ч а с т ь FB r r AtBt и п р о в е -
д е м ъ л и н і ю FG п а р а л л е л ь н о с т о р о н ѣ АС. Т р и у г о л ь н и к и 
ABC и FBG п о д о б н ы , и п о т о м у , по п р е д ы д у щ е м у § , 
AB ВС АС _ . 
Y ß = - ß Q = С р а в н и в ъ э т и п р о г і о р ц і и с ъ д а н н ы м и 

AB ВС AC 
п р о п о р ц і я м и . .. — „ — - T - J , - , и з а м ѣ т и в ъ , ч т о , п о п о -

. 4 , / J , А , О , 

с т р о е н і ю , FB = AlBl, з а к л ю ч а е м ъ , ч т о BG = В,С, и 
FG =z А,СГ С л ѣ д о в . т р и у г о л ь н и к и FBG и AiBlCll и м ѣ я 
в с ѣ с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы м и , по § 2 0 , р а в н ы 
м е ж д у с о б о ю , и п о т о м у L А, = L F = L .4; LC, = 
LG = LC и LB, = LB. 

§ 5 0 . Т Е О Р Е М А . Два триугольника, имѣющіе по рав-
ному углу, заключенному между пропорцгональными сто-
ронами. подобны между собою. 
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П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ . 4 # С и A l B l C l ( ч е р . 7 8 } 
А В В С / » / г , 
— — — — — и / L l i r r L B t ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

1 I В{С, 
LA = LA, и LC — L C { . 

Доказ. О т л о ж и м ъ н а A B ч а с т ь B E - — . А 1 В 1 , и п р о в е -
д е м ъ л и н і ю FG п а р а л л е л ь н о с т о р о н ѣ АС. Т р и у г о л ь н и к и 
ABC и FBG п о д о б н ы , а п о т о м у ( § 4 8 ) JFß = 

r AB 
С р а в н и в ' ! » э т у п р о п о р ц п о с ъ д а н н о ю п р о п о р ц і в ю = 

ALBL 

В С 
. . г > и з а м ѣ т и в ъ п р и т о м ъ , ч т о , по п о с т р о е н и й , . І Р В ^ Л , / * , , 
о , с , 

з а к л ю ч а е м ъ , ч т о BG = г B,CT; с л ѣ д о в . т р и у г о л ь н и к и F ß G 
и А , В , С , , и л ѣ я д в ѣ с т о р о н ы и у г о л ъ м е ж д у н и м и р а в -
н ы м и , по § 15, р а в н ы , и п о т о м у / . А, — LF = LA и 
L C ^ L G = L С. 

§ 5 1 . Т Е О Р Е М А . Дна триугольника, кашѵрыхъ сторо-
ны^ взаимно параллельны, подобны между собою. 

Доказ. Ч т о б ы д о к а з а т ь э т о п р е д л о ж е н і е н е з а в и с и м о 
о т ъ в з а и м н а г о п о л о ж е н і я т р и у г о л ь н и к о в ъ , п у с т ь б у д у т ъ 
А, В и С у г л ы о д н а г о и А,, В,, С, с о о т в е т с т в е н н ы е 
yrjy>i д р у г а г о т р и у г о л ь н и к а , т а к ъ ч т о с т о р о н ы о д н о и м е н -
н ы х ъ у г л о в ъ , н а п р . А и Л ( , в з а и м н о п а р а л л е л ь н ы . По 
§ 4 0 : А-А- В С — 2d и А, - + - В, - і С, = 2d, с л е д о в . 
(А -+- А,) - н ( В -л- В,) и - ( С - н С , ) = 4 d . Е с л и б ъ у г о л ъ 
.4 н е р а в н я л с я у г л у . 4 , , т о , н о § 3 8 , А н - А , = 2d; н о в ъ 
т а к о м ъ с л у ч а е о с т а л ь н ы е д в а у г л а В и С, по § 4 0 с л е д . З , 
н е м о г у т ъ с о о т в е т с т в е н н о р а в н я т ь с я у г л а м ъ В, и 6 ' , ; 
е с л и ж е В н е р а в н я е т с я ВП т о ( § 3 8 ) В-\-В{ — 2d. 
С л о ж и в ъ А н - .4, = 2d и В - і - В, = 2d, н а х о д и м ъ 
(.4 -I- Л , ) -I- (В н - В{) = Ы, ч т о п р о т и в о р е ч и т ь р а в е н -
с т в у ( Л - + - А ( ) (В - + - В,) ( С С,) = Ы. 

И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о .4 = . 4 , , В — В., с л е д о в , п 
С = С,. 

4 
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§ 52. Т Е О Р Е М А . Два триуюлытка, которыхъ сторо-
ны взаимно перпендикулярны, подобны между собою. 

Доказ. Ч т о б ы д о к а з а т ь э т о і т р е д л о ж е н і е н е з а в и с и м о 
о т ъ п о л о ж е н і я т р и у г о л ь н и к о в ъ , п у с т ь б у д у т ъ А, В и С 
у г л ы о д н а г о и А{, В,, С, с о о т в ѣ т с т в е н н ы е у г л ы д р у г а г о 
т р и у г о л ь н н к а , т а к ъ ч т о с т о р о н ы о д н о и м е н н ы х ъ у г л о в ъ , 
н а пр. А и А , , в з а и м н о п е р п е н д и к у л я р н ы . Т а к ъ к а к ъ 
( Л ч - Л , ) - е - (В ч- В,) и - ( С - + - С,) = Ы, и с о о т в ѣ т с т в е н -
н ы е у г л ы , по § 3 9 , или р а в н ы , или с о с т а в л я ю т ъ в м ѣ с т ѣ 
2d, т о заключаема, , к а к ъ в ъ н р е д ъ и д у щ е м ъ § , что А = А • 
В = В,иС = С,. 

§ 5 3 . Т Е О Р Е М А . Если гипотенуза и катетъ одного 
прямоугольного триуголышки пропорціона.іыіы гипотенузе и 
катету другого, то та/сіе триуголышки подобны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ 
п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и -
у г о л ь н . ABC и А,В,С, 

. , 0 „ ч AB АС 
с, ( ч е р . 8 0 ) j j f ^ j j r - ; 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о А = Аі и С = С , . 

•Доказ. О т л о ж и м ъ н а AB ч а с т ь FB = А,В,, и п р о -
в е д е м ъ л и н і ю FG п а р а л л е л ь н о АС, н а х о д и м ъ , п о § 4*8: 
AB АС 

P ß = : С р а в н и в ъ э т у п р о п о р ц і ю с ъ д а н н о й п р о п о р ц і е ю 

AB AC 
~ T j r — . .. > и з а м ѣ т и в ъ п р и т о м ъ , ч т о , п о п о с т р о е н і ю , 
FB=zA,B„ н а х о д и м ъ FG — A,C,\ с л ѣ д о в . п р я м о у г о л ь н ы е 
т р и у г о л ь н и к и FBG и С , , и м ѣ я г и п о т е н у з у и о д и н ъ 
и з ъ к а т е т о в ъ р а в н ы м и , по § 25, р а в н ы , и п о т о м у 

Z .4, = Z F = / А и L С, = Z . G = L С. 

§ 5 4 . Т Е О Р Е М А . Стороны угла, пересеченный двумя па-
раллельными лин/ями, делятся на части пропорциональный. 

с А., 
Черт. 8 0 . 
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v F Е 

Черт. 8 1 . 

П о л о ж и м ъ , ЧТО ЛИНІИ FG и EH ( ч е р . 8 1 ) 

п а р а л л е л ь н ы ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
EF BF 

A G II ~ BG 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ т р и у г о л ь н и к и FBG 
BE В H 

и ЕВ H п о д о б н ы , т о ( § 4 8 ) д р = j j q ' < о т с ю д а 

BE—В F BH—BG 
BF В G но т а к ъ к а к ъ BE — BF=EF и 

- В / - / — B G — G H , то — и л и ' п е р е с т а в л я я с р е д -
н і е ч л е н ы : 

Обратная теорема. Если стороны угла ABC ( ч е р т . 8 2 ) 
разделяются двумя линіями FG и EH на части пропор-

EF BF 
цюнальныя: —— — ——, то эти линги параллельны. 

Ыі BG 
Доказ. В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , е с л и б ы ли-
нія EH н е б ы л а п а р а л л е л ь н а FG, 
т о п у с т ь Е К б у д е т ъ п а р а л л е л ь -
н а FG , т о г д а , но н р е д ъ и д у щ е й 

EF BF 
т е о р е м ѣ , н а х о д и м ъ : = ч т о 

(j A Dil 
. EF BF 

п р о т и в о р ѣ ч и т ъ п р е д п о л о ж е н і ю : -тгт, = irr< • 
LH В (1 

П р е д л о ж е н і е э т о г о § е с т ь ч а с т -
н ы й с л у ч а й д р у г а г о , б о л ѣ е о б щ а г о 
п р е д л о ж е н і я : линги CL, CM, CN и CP, 
( ч е р т . 8 3 ) , выхрдящіп изъ одной 
точки С, делятся двумя параллель-
ными линіямиАВиАІВ1 на пропорціо-

у 4 к 
и . 4 

Чирт. 8 3 . 

иалышя части, такъ что: 
CA, СЕ. 
-4.4, - ЕЕ, 

CD, _ СВ^ 
DD, ~ ВВ, 

V 
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В ъ с а м о м * д ѣ л ѣ , по п р е д ы д у щ е м у , 
и м ѣ е м * п р о п о р ц і и 
, CA СЕ, СЕ,_СР, 6 7 ) , _ С Д , . 
лт = ЕЕ,"DD,' DD, вв,' 

CA, CE, CD, CBj 
с л ' Ь д о п а т . j j - - g ^ - - b B i -

Черт. 8 3 . ' 

Ç 5 5 . Н а с в о й с т в е п о д о б н ы х * т р и у г о л ь н и к о в ъ о с н о -
в а н о у с т р о й с т в о с н а -
р я д а ( ч е р т . 8 4 ) , н а з ы -
в а е м а ™ цирчулемъпрп-
aedcitiit ( c o m p a s ( l e r e -
d u c t i o n ) , и с л у ж а щ е г о 
для р а н д ѣ л е н і я л и н і и н а 

, ! с [ і т н ѣ с к о л ь к о р а в н ы х ъ ч а -
с т е й Ч т о б ы р а з д е л и т ь , . с ъ п о м о щ і ю э т о г о ц и р к у л я , л и -
н і ю AB н а п р . , н а 3 р а в н ы я ч а с т и , п е р е д в и г а е м ъ в и н т ъ 
Р вдоль ' п р о р е з а ab н а т а к о е р а з с т о я н і е о т ъ М , ч т о б ы 
MP='àPB, м ѣ с т о , в ъ к о т о р о е д о л ж н о о с т а н о в и т ь в и н т ъ 
р о б о з н а ч а е т с я ц ы ф р а м и , п о с т а в л е н н ы м и в д о л ь п р о -
р ё з а ab. У с т а н о в и в - ! , и у к р е п и в ъ в п и т ъ в ъ н а д л е ж а щ е м ъ 
м е с т е , " р а з с т в о р я ю т ъ ц и р к у л ъ т а к ъ , ч т о б ы р а з с т о я н . е т о -
ч е к ъ M и іѴ р а в н я л о с ь л и н і и AB, т о г д а р а з с т о я н і е т о -
ч е к ъ В и С б у д е т ъ т р е т ь я ч а с т ь л и н і и Ali. 

В м е с т о э т о г о ц и р к у л а у п о т р е б л я е т с я т а к ж е п р и б о р ъ 
( ч е р т 8 5 ) н а з ы в а е м ы й циркулемъ пропорхни 
( c o m p a s d e p r o p o r t i o n ) . О н * с о с т о и т * и з ъ 
д в у х ъ р а в н ы х ъ л и н е е к * в р а щ а ю щ и х с я о к о -
ло" ш а р н ь е р а О ; л и н е й к и р а з д е л е н ы па 
о д и ц а к о в о е ч и с л о р а в н ы х ъ ч а с т е й , о б о з -

ц ы ф р а м и . С ъ п о м о щ і ю э т о г о 
ц и р к у л я м о ж н о о п р е д е л и т ь л н и і ю , к о т о р а я 

б ы л а Т ы в ъ д а н н о м * о т н о ш е н і и к ъ д а н н о й л и н і и . Н о л о -
т и м * н а п р ч т о т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь л и н п о , к о т о р а я 

Г с и Г с ' к * д а ш о и л и н і и , к а к * 3 : 4 0 ; д л я э т о г о р а -

с т в о р я ю т ъ ц и р к у л ь т а к ъ , ч т о б ы р а з с т о я и і е д в у х ъ т о -
ч е к ъ , о б о з н а ч е н н ы х ъ ц ы ф р о ю 1 0 , р а в н я л о с ь д а н н о й л и -
н і и , т о г д а р а з с т о я н і е д в у х ъ т о ч е к ъ , о б о з н а ч е н н ы х ъ ц ы -
ф р о ю 3 , б у д е т ъ и с к о м а я л и н і я . 

I I a т о м ъ ж е н а ч а л е о с н о в а н о у с т р о й с т в о м а с ш т а б а 
— и к g I , ( ч е р т . 8 0 ) . О н * 

[ с о с т о и т * и з ъ л и -
н е й к и , р а з д е л е н -

н о й н а н е с к о л ь к о 
р а в н ы х ъ ч а с т е й 

Черт. 8 0 . AB, BE, ЕС 

п р е д с т а в л я ю щ и х ъ п р и н я т у ю е д и н и ц у м а с ш т а б а . Ш и р и н а 
л и н е й к и р а в н я е т с я т а к ж е э т о й е д и н и ц е , т . е . А С — A B . 
Л и н і я АС, т а к ж е к а к ъ и л и и і я AB, р а з д е л е н ы н а 1 0 р а в -
н ы х ъ ч а с т е й ; ч р е з ъ т о ч к и д е л е н і я А С п р о в е д е н ы л и н і и 
п а р а л л е л ь н ы й AB, а ч р е з ъ т о ч к и д Ь л е н і я AB—липіи п а р а -
л л е л ь н ы я л и н і и C i . И з ъ у с т р о й с т в а м а с ш т а б а в и д н о , ч т о 
д в е п о с л е д о в а т е л ь н ы я п о п е р е ч и ы я л и н і и , н а п р . л и н і и 
4 3 и 5 4 , о т с е к а ю т * о т ъ н а р а л л е л ь н ы х ъ л и н і й , п р о в е д е н -
н ы х ъ в д о л ь л и н е й к и , д е с я т ы я ч а с т и п р и н я т о й е д и н и ц ы , 
м е ж д у т ѣ ы ъ к а к ъ ч а с т и э т и х ъ п а р а л л е л е й , с о д е р ж а щ і я с я 

1 2 » 

м е ж д у л и и і я м и CA и 6 ' 1 , б у д у т ъ р а в н я т ь с я ) ( )• • • > 

л и н і и A l , или щ , j ^ y - п р и н я т о й е д и н и ц ы . 

Ч т о б ы с ъ п о м о щ і ю м а с ш т а б а и з м е р и т ь д л и н у д а н н о й 
л н н і и , н а к л а д ы в а ю т * е е с ъ п о м о щ і ю ц и р к у л я н а о д н у 
и з ъ н а р а л л е л ь н ы х ъ л и й і й м а с ш т а б а т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о -
б ы к о н ц ы ц и р к у л я с о в п а д а л и п р и б л и з и т е л ь н о с ъ д в у м я 
т о ч к а м и д е л е н і я , н а п р у іѴ и М, о ч е в и д н о ч т о л и н і я MN 
с о с т о н т ъ 1 ) и з ъ A' Q т . е . и з ъ д в у х ъ е д и н и ц ъ 2 ) и з ъ 
MP т . е . и з ъ п я т и д е о я т ы х ъ е д и н и ц ы и 3 ) и з ъ PQ т . е . 
и з ъ ч е т ы р е х ъ с о т ы х ъ е д и н и ц ы , с . ) ѣ д . . Ѵ А ' = 2 , 5 4 . 
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§ 5 6 . Т Е О Р Е М А . Линія, делящая уголъ триугольника 
пополамъ, д/ьлитъ противуположную сторону на части 
пропорціональнып двумъ другимъ сторонамъ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о л и н і я BD ( ч е р . 8 7 ) д ѣ л и т ъ у г о л ъ В т р и -
у г о л ь н и к а A B C п о п о л а м ъ , т . е . 
Z ABB — /.DBC; т р е б у е т с я ДО-

Л Я AB 
к а з а т ь , ч т о 

Доказ. П р о д о л ж и м ъ с т о р о н у AB 
D с и п р о в е д е м ъ л и н і ю С Е п а р а л л е л ь -

Черт. 87. но с т о р о н ѣ BD. П о § 3 5 Z . ВЕС= 
Z . ABD и Z ВСЕ = Z DBC, и т а к ъ к а к ъ , по п о л о ж е н і ю , 
/.ABD=/J)BC, т о Z В Е С = / . В С Е , с л ѣ д . В С = В Е ( § 1 8 ) . 
В с л ѣ д с т в і и ж е п а р а л л е л ь н о с т и л и н і й Е С и В В , 

в г = й s » - » В Е = В С - ™£С=М-
Обратная теорема. Линія BD ( ч е р т . 8 7 ) , делящая 

сторону АС на части пропорціональнын сторонамъ AB и 
ВС, делить уголъ В пополамъ. 

„ AB AB 
П о л о ж и м ъ , ч т о — т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

Z ABD = Z DBC. 
Доказ. В с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и л и н і й BD и ЕС 

AD AB 
и м ѣ е м * 5 4 ) : с р а в н и в ъ э т у п р о п о р ц ш с ъ 

д а н н о й п р о п о р ц і е ю , з а к л ю ч а е м * , ч т о ВС—BE, т . е . ч т о 
т р и у г о л ь н и к ъ СВЕ р а в н о б е д р е н н ы й и Z ВСЕ=Z ВЕС. 
Н о , по § 3 5 , Z ABD — Z ВЕС и £ВВС=/.ВСЕ, с л ѣ д . 
Z ABD = Z DBC. 

§ 5 7 . Т Е О Р Е М А . Перпендикуляръ, ощущенный изъ вер-
шины прямого угла на гипотенузу, есть средняя пропор-
цюнальная между отрезками гипотенузы, а каждый изъ 
катетовъ есть средняя пропорціоналыіая между гипоте-
нузою и прилеэісащимъ отрезкомъ. 
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П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ п р я м о у г о л ь н о м ъ т р и -
С у г о л ь н и к ѣ АСВ ( ч е р т . 8 8 ) CD е с т ь п е р -

п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й и з ъ в е р ш и н ы 
^ в п р я м а г о у г л а н а г и п о т е н у з у A B ; т р е -

4eDT 88 б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о : 

V D C . AB _ А С AB CT 
DC = DB' ÄC~AD"CB DB 

Доказ. П р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ABC и ACD, 
и м ѣ ю щ і е о б щ і й у г о л * А , н о § 4 0 с л ѣ д . 3 , р а в н о у г о л ь -
н ы с л ѣ д Z ABC = /-ACD. Р а в н ы м * о б р а з о м ъ п р я м о у -
г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ABCпBCD ^ ѣ ^ е о б щ Ш у г о л * 
В т а к ж е р а в н о у г о л ь н ы , и п о т о м у /-ВАС Z В Ю . Ш ь 
э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о о б а т р и у г о л ь н и к а АСВ и DCB п о -
д о б н ы т р и у г о л ы ш к у АСВ, и п о т о м у о н и п о д о б н ы м е ж -

А У И з ° ъ п о д о б і я т р и у г у л ь н и к о в ъ A C D и BCD с л ѣ д у е т ъ ( § 4 8 ) : 
AB _ D C L 
D C ~ ~ DB 

И з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ ABC и A C D с л ѣ д у е т ъ : 
AB _ AC. 
AC - AD' 

н а к о н е ц ъ и з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к . ABC и DCB с л ѣ д у е т ъ : 
AB _ СВ 
СВ ~~ DC 

В з я в ш и п р о и з в е д е н ! ® с р е д и и х ъ и к р а й н и х * ч л е н о в ъ , 

н а х о д и м * : л и D R 
DC' - AD. DB; AC2 = AB. AD и Cß- - AB. DB. 

Е с л и р а з д ѣ л и м * в т о р о е р а в е н с т в о н а т р е т ь е , т о п о л у ч и м * : 
А С 2 _ A D , 
№ - DB 

т . е . квадраты катетовъ относятся между собою какъ 

отрезки гипотенузы. 

§ 5 8 . Т Е О Р Е М А . Квадратъ гипотенузы равняется сум-

мѣ квадратовъ двухъ катетовъ. 
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D 

Доказ. С л о ж и в ъ диа р а в е н с т в а , наЙ-
д а н н ы я в ъ п р е д ъ и д у щ е м ъ § ( ч е р . 8 8 ) : 

АС" = AB. AD и СВ3 = AB. DB, 
о ' 

Черт. 88. нахОДИМЪ: 
АС -+- СВ2 = AB. AD н— AB. DB = AB (AD -+- DB)-, 
н о т а к ъ к а к ъ AD -*- DB = AB, т о AB" -+- CB2 — AB2. 

С ъ п о м о щ і ю э т о г о с о о т н о ш е н і я м е ж д у г и п о т е н у з о ю 
и к а т е т а м и м о ж н о о п р е д е л и т ь г и п о т е н у з у , к о г д а о б а к а -
т е т ы д а н ы : A B — \/ АС'1 С В 1 , и к а т е т ъ , к о г д а г и -
п о т е н у з а и д р у г о й к а т е т ъ д а н ы : АС = \/ AB2 — С В2; 
т . е . г и п о т е н у з а р а в н а к в а д р а т н о м у к о р н ю и з ъ с у м м ы 
к в а д р а т о в ъ д в у х ъ к а т е т о в ъ , и к а т е т ъ р а в е и ъ к в а д р а т н о -
м у , к о р н ю и з ъ р а з н о с т и к в а д р а т о в ъ г и п о т е н у з ы и д р у -
г а г о к а т е т а . 

§ 5 9 . Т Е О Р Е М А . ВЪ косоугольномъ триугольнике квад-
рапгъ стороны, лежащей противъ острою угла, равняет-
ся суммѣ квадратовъ двухп другихъ сторонъ, безъ удвоеп-
наго произведен/я основанія на отрезокъ ею отъ вершины 
острого угла до высоты. 

Е П о л о ж и м ъ , что ВЪ т р н у г о л ь и и к ѣ ABC 
( ч е р т . 8 9 ) А е с т ь о с т р ы й у г о л ъ , л и -

^ с н і я АС— о с н о в а п і е , и BD—высота; т р е -
Черт. 89. О у е т с я д о к а з а т ь , ч т о : 

ВСЯ = AB2 -+- АС- — 2AC. AD. 
Доказ. И з ъ п р я м о у г о л ы ш х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ BDC и 

BD А н а х о д и м ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у § : 
ВС2 - BD2-л-DC и BD2 = AB3—AD2. 

К р о м ѣ т о г о DC = AC — AD, с л ѣ д . 
DC2 = (AC — AD)2 = АС2 —I— AD2 — 2.AC. AD. 

В с т а в л я я в ъ у р а в н е н і е ВС2 = BD3-*-DC, в м ѣ с т о BD2 

и DC, н а й д е н н ы я в ы р а ж е н і я , и с о к р а т и в ъ , п о л у ч и м ъ ; 
ВС = AB2 -»- AC2 — 2AC. AD. 
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§ 6 0 . Т Е О Р Е М А . ВЪ тупоугольном* триугольнике квад-
ратъ стороны, лежащей противъ тупого угла, равнястсп 
суммѣ квадратовъ двухъ другихъ сторонъ, сложенной съ 
удвоеннымъ произведенгемъ основаніл на отрезокв сю отъ 
вершины тупаго угла до высоты. 

33 П о л о я ш м ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к ѣ ABC 
( ч е р т . 9 0 ) А е с т ь т у п о й у г о л ъ , 
л и н і я А С — о с н о в а н і е , a BD—высота; 

A т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
Черт. 90. ВС3 = AB2 -+- А С 2 - + - 2 A C . AD. 

Доказ. И з ъ п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ BDC и 
BD A и м ѣ е м ъ ( § 5 8 ) : 

ВС2 = BD" -+- DC2 и BD2 =: AB3 — AD2. 

К р о м ъ т о г о DC=AC -+- AD, с л ѣ д . DC"-=.(AC-*-AD)2= 
AC2 -+- AD2 - + - 2 A C . AD. В с т а в и в ъ в ъ у р а в и е н і я ВС3 = r 
BD2-+-DC, в м ѣ с т о BD2 и DC, н а й д е н н ы я в ы р а ж е н і я , и 
с о к р о т и в ъ , н а х о д и м ъ : 

ВС = AB3 -+- AC3 -+- ЧАС. AD. 

§ 6 1 . Т Е О Р Е М А . ВО всякомЪ параллелограмме сумма 
квадратовъ діагоналей равнястсп сумме квадратовъ че-
тырех* сторонъ его. 

n с П о л о ж и м ъ , ч т о ABCD ( ч е р . 9 1 ) е с т ь п а -
р а л л е л о г р а м м ъ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
BD2 -+- АС3— AB'1 И- ВС3 -Ь CD"4-DA\ 

л Е D г Доказ. О п у с т и м ъ и з ъ т о ч к и В п е р -
Черт. 91 . п е н д и к у л я р ъ п а с т о р о н у AD и и з ъ 

т о ч к и С п е р п е н д и к у л я р ъ и а п р о д о л ж е н і е е я . П о § 5 9 и м ѣ е м ъ : 
BD3 = AB2 -+- AD3 — 2AD. AE, 

и по § 6 0 : 
AC3 = CD3-*-DA*-*-WA. DF. 

Т а к ъ к а к ъ п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ABE и DCF 
и м ѣ ю т ъ р а в н ы е г и п о т е н у з ы AB и CD и р а в н ы е к а т е т ы 
BE и CF ( § 3 7 ) , т о , по § 2 5 , о н и р а в н ы м е ж д у с о б о ю ; 
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E D 
Черт. 9 1 . 

BD3 -ь 

с л ѣ д о в . AE=DF. В с л ѣ д с т в і е э т о г о Нрй 
с л о ж е н і п д в у х ъ п р е д ъ и д у щ и х ъ у р а в н е -
ній ч л е н ы : 2AD. АЕ и 2 D A . DF с о к р а -

Р т я т с я , и е с л и з а м ѣ н и м ъ с т о р о н у AD 
р а в н о ю е й с т о р о н о ю ВС, т о п о л у ч и м ъ ; 

АС" - AB* ВС2 -+- CD3 -+- DA3. 
— - П о д о б і е м н о г о у г о л ь н и к о в ъ . 

§ 6 2 . Д в а м н о г о у г о л ь н и к а A B C D J S n A JB JC JD JE, ( ч е р . 9 2 ) с ѣ 
о д и н а к и м ъ ч и с л о м ъ с т о р о н ъ , 
и м ѣ ю щ і е у г л ы с о о т в ѣ т с т в е н -
н о р а в н ы е и с т о р о н ы с о о т -
в ѣ т с т в е н н о п р о п о р ц і о н а л ь -
н ы я , н а з ы в а ю т с я подобным и. 
П р о п о р ц і о н а л ь н ы я с т о р о н ы 

Черт. 9 2 . н а з ы в а ю т с я сходственными. 
Е с л и о т ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к и К в н у т р и м н о г о у г о л ь -

н и к а ABCDEF ( ч е р . 9 3 ) п р о в е -
д е м ъ линіи ко в с ѣ м ъ в е р ш и н а м ъ 
е г о , и р а з д ѣ л и м ъ эти л и н і и в ъ 

D т о ч к а х ъ А,, В{, С,., . н а п р о п о р -
ц і о н а л ы і ы я ч а с т и , т а к ъ ч т о б ы : 

АА, _ВІІ, _ ÇC, 

Черт. 9 3 . А,К~~ BJC С,К 

т о , с о е д и н и в ъ т о ч к и 4 , , Bt, С,..., с о с т а в и м ъ м п о г о у г о л ь -
ниісъ Л . В . С . Я . В Д - п о д о б н ы й м н о г о у г о л ь н и к у A B C D E b . 
В ъ с а м о м * д ѣ л ѣ , с т о р о н ы д в у х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , н о § 54. , 
с о о т в ѣ т с т в е н н о п а р а л л е л ь н ы , и п о т о м у с о о т в ѣ т с т в е н н ы е 
у г л ы , к а к ъ у г л ы с ъ п а р а л л е л ь н ы м и с т о р о н а м и , р а в н ы 
( « 3 8 ) . К р о м ѣ т о г о и з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ А К В 
пА^В^ ВКС и В{КСіг CUD и ClKDl и т . д . с л ѣ д у е т ъ : 

AB _ВК _В С _С_К=СР .... 

а - а д - с . я ciDi 

AB ВС_ _ С D т е < С Т О р о н ы п р о н о р ц і о н а л ь н ы . 
ÄJ}\ - BtC, - C'A 

и о т с ю д а 
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Т о ч к а К , о т л и ч а ю щ а я с я т ѣ м ъ с в о й с т в о м ъ , что л и н і и , 
и р о в е д е н н ы я и з ъ н е я к ъ в е р ш и н а м ъ о д н о г о м н о г о у г о л ь н и -
к а , п р о х о д я т ъ т а к ж е ч р е з ъ с о о т в ѣ т с т в е н н ы я в е р ш и н ы 
д р у г а г о , — н а з ы в а е т с я центромъ подобіл. 

Для р и с о в а н і я п о д о б н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ у п о -
т р е б л я е т с я с н а р я д ъ ( ч е р . 9 4 ) , н а -
з ы в а е м ы й пантоірафомъ. О н ъ с о -
с т о и т е и з ъ ч е т ы р е х ъ л и н е е к ъ ON, 
аР, аМ и NA, с о е д и н е н н ы х ъ м е ж -
д у с о б о ю в ъ т о ч к а х ъ M, а, Р и N 
т а к ъ , ч т о л и н е й к и с в о б о д н о м о -
г у т ъ в р а щ а т ь с я около э т и х ъ т о -
ч е к ъ . П р и т о м ъ с н а р я д ъ и м ѣ е т ъ 

Черт 94-. т а к о е у с т р о й с т в о , ч т о Mo = PN и 

MN — аР, и ч т о т р и т о ч к и О, а и А л е ж а т ъ на о д н о й 
п р я м о й л и н і и О ч е в и д н о , ч т о в с л ѣ д с т в і е э т о г о aMNP, при 
в с ѣ х ъ в о з м о ж н ы х ъ п о л о ж е н і я х ъ л и н е й к и , о с т а е т с я в с е г -
да п а р а л л е л о г р а м м о м ъ и л и н е й к и ON и аР, р а в н о к а к ъ 
л и н е й к и аМ и AN, в с е г д а п а р а л л е л ь н ы м и м е ж д у с о б о ю . 
П р е д п о л а г а я т о ч к у О н е п о д в и ж н о ю , п о л о ж и м ъ , ч т о т о ч -
ка А о п и ш е т е к а к у ю - н и б у д ь п р я м у ю линію AB, т о г д а 
т о ч к а а, о ч е в и д н о , о п и ш е т е т а к ж е п р я м у ю линію ab па-
р а л л е л ь н у ю п е р в о й , и н а х о д я щ у ю с я с ь н е й в ъ и о с т о я н -

ОА ON г 
н о м ъ о т н о ш е н ш . р а в н о м ъ о т н о ш е н и о : и л и ^ - ^ . С л ѣ д . , 

е с л и т о ч к у А в е с т и п о п е р и м е т р у к а к о г о - н и б у д ь м н о г о -
у г о л ь н и к а , т о т о ч к а а о п и ш е т е п о д о б н ы й е м у м н о г о у -
г о л ь н и к ъ ; с о о т в ѣ т е т в е н н ы я с т о р о н ы э т и х ъ д в у х ъ м н о -

. ON 
г о у г о л ы і и к о в ъ б у д у т ъ в ъ п о с т о я н н о м * о т н о ш е ш и : 

Ч т о б ы м о ж н о б ы л о п р о и з в о л ь н о и з м ѣ н я т ь э т о о т н о ш е н і е , 
ч е т ы р е л и н е й к и с н а б ж е н ы р а в н о о т с т о я щ и м и д р у г ъ о т ъ 
д р у г а д ы р о ч к а м и , к о т о р ы я п о з в о л я ю т * у в е л и ч и в а т ь и 
у м е н ь ш а т ь д л и н ы a M и MN. 
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§ 6 3 . Tic OPE м A. ІІеримгтры подобныхъ многоугольни-
ков* пропорциональны сход-
ственнымъ cmоронамъ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о м н о г о у г о л ь н и -
ки ABCDEF и A,B,C,D,E,F, 
( ч е р . 9 2 ) п о д о б н ы ; т р е б у е т с я 
д о к а п а т ь , ч т о : 

Черт. 9 2 . 

.4 В -+-В С -С I) -D Е Е Л 
-•EtA, 

А В 

A.A. AlBl-*-BlCr,-ClDl-l-DlEl 

Доказ. И з ъ о п р е д ѣ л е н і я подобія м н о г о у г о л ь п и к о и ъ 
с л е д у е т ъ : 

А В В С __ CD _ ПЕ^ Е А 
А, В, - ад - Щ - D,E, - Е,А,' 

и о т с ю д а : 

А В н - В С - I - С I) - I - D Е - и Е А AB 
А,В, - I - В, С, - I - С, I), - I - D, Е, - f - E,At ~ А, В,' 

§ 6 - 1 . Т Е О Р Е М А . Діагонали, проведенный изъ соответ-
ственных* угловъ двухt подобных* многоугольниковъ, раз-
деляют* их* на одинаковое число подобныхъи сходственно 
расположенныхъ триугольниковъ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о м н о -
г о у г о л ь н и к и ABCDEF 
и А,В ,C,D,E,F, ( ч е р . 
9 5 ) Г п о д о б н ы , т . е . 

I D у г л ы : А, В, С, Z), Е и F 
- г Е с о о т в е т с т в е н н о р а в -

Черт. 9И. ' ' н ы у г л а м ъ : А,, В,, С,, 
D„ Е, и F„ и с т о р о н ы : AB, ВС, СП, DE, EF и FA 
с о о т в е т с т в е н н о п р о п о р ц і о и а л ь н ы с т о р о н а м ъ : А,В,, В,С,, 
C,D„ D,E, и E,F,\ т р е б у е т с я д о к а з а т ь , что Л ЛВС ъ 
А А,В,С,; A ACD rsj A B,CtDt-, A ADE ъ A A,D,E, и 
ААЕЕъ A A,E,F,. 
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Доказ. В ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ A B C и А,В,С,, по п о л о -

ж е н н о , LB - А В, и = - ^ у г ; с л е д о в , эти т р и -

у г о л ь н и к и п о д о б н ы ( § 5 0 ) . 
И з ъ п о д о б і я ж е э т и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ с л е д у е т ъ , ч т о 

А ВСЛ — À В,С{А„ и к а к ъ , п о положению, А С = АС,, 
, „ т АС ВС 

•го A ACD = A A,C,D/, к р о м е т о г о = к а к ъ , 

ВС CD AC CD 
по п о л о ж е н і ю : — = _ , т о ^ = ^ ; с Л д р в а т . 

т р и у г о л ь н и к и ACD и A,C,D, п о д о б н ы ( § 5 0 ) . 
Т а к и м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я и о д о б і е и с л е д у ю -

щ и х * т р и у г о л ь н и к о в ъ 
И з ъ с к а з а п н а г о в ъ э т о м ъ § с л е д у е т * , ч т о и д і а г о н а -

ли п о д о б н ы х * м н о г о у г о л ь н и к о в ъ п р о п о р ц і о н а л ы і ы с х о д -
с т в е и и ы мъ с т о р о н а м ъ . 

Обратная теорема. Если два многоугольника ABCDE1-
и А,В ,C,D,E,F, ( ч е р т . 9 5 ) діагоналями разделяются на 
одинаков число подобныхъ и сходственно расположенных:* 
триугольниковъ, то такіе многоугольники подобны. 

П о л о ж и м ъ ч т о ААВС ~ АА,В,С,] AACD ~ Д A,C,D, 
и т . д . , т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о АА = А . 4 , ; А В = AB, 

AB ВС CD 

Доказ. П з * подобія т р и у г о л ь н и к о в ъ ABC и А,В, С, с л е -
д у е т ъ А В — AB, и А ВС А — А В,С,А,-, и з ъ подобія 
ж е т р и у г о л ь н и к о в ъ ACD и A,C,D, с л е д у е т ъ A ACD = 
AA,C,D„ и п о т о м у A BCD = A B,C,D,. П о д о б н ы м ъ 
о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я р а в е н с т в о и д р у г и х ъ у г л о в ъ . 

Д а л е е , н а х о д и м ъ и з ъ подобія т р и — к о в ъ ABC шА,В,С,: 
А В _ __ А_С_ 

А, В, В, С, А, С, 
и з ъ подобія ж е т р и у г о л ь н и к о в ъ ACD и A,C,D, п о л у ч а е м ъ : 

CD АС „ AB В С _ CD 
; с л е д о в . c , D , 
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Т а к и м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я 
н о с т ь и д р у г и х ъ с т о р о н ъ . п р о п о р ц і о п а л ь -

§ 65 . Е с л и в н у т р и однаго и з ъ д в у х ъ п о д о б н ы х ъ многоугольни-

KOMABCDEFuA,BlClDlElFl 

(черт. 9 6 ) беремъ произволь-
н у ю т о ч к у К, и с о е д и н и в ш и 
ее с ъ концами какой нибудь 
стороны A B , с о с т а в и м ъ три-
угольникъ АПК, за тѣмъ н а д ъ 
с х о д с т в е н н о й с т о р о н о ю А,В 
с о с т а в и м ъ триугольн . Л ,В , f f ) 

, « е м У »подобный и одинаково 
точка К r - J T J t с ъ н и м ь Расположенный, то 
сшенноИ Z Z 2 ъ о п р е д ѣ л е і ш а я , н а з ы в а е т с я соотам-

«6І6І,1Е,1РЕМЛ- Есл" 1'ЭВ coommmcmeeill^ixs точекъ двух, подоб-

W Â f t l - L t b 
схоОственно расположенных* триую.іънтоов. 

Положимъ, что в ъ п о д о б н ы х ъ 
м н о г о у г о л ы ш к а х ъ ( ч е р т . 9 7 j ABCD F. 
и Л . С . С . Д . Е , точки К и К. с у т ь 
точки с о о т в ѣ т с т в е н н ы л т е 

Д ЛВЛГ ~ д Л . Й Д , ; т р е б у е т с я ' д о ' 
казать , что Д В КС д д к с 
Д С / Л л- л С.А-.Й, и т . д . ' ' " 

Д о к в з . Изъ подобія м н о г о у г о л ь -
АПКпіПѵ' . " " " " и к о в ъ и подобія т р и у г о л ь н и к о в ъ 
ЛИГИ с л ѣ д у е т ъ : 1) Z A B C = Z Л Д С , и Z = Z А , В , К „ 

AB В С AB вѴ 

Черт. 9 7 . 

и потому ZKBC=^KIBTC,-,2) 

потому В С 
С, 

добны (§ э0) . 

В к 
в. к. 

А,В, В,С, ВЖІ'П 

Слѣдов. триугольники ВКС и В, К,С, по-

у г о л ш и к о в ъ ? ° б Р а 3 0 М Ъ Д 0 , ; У З Ы , , а е Т С Я » Д Р У " » три-
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Положимъ, что К и /Г,, H и 
H, ( ч е р т . 98) с у т ь с о о т в ѣ т -
с т в е н н ы я точки д в у х ъ по-
д о б н ы х ъ многоугольни-
к о в ъ АВСПЕ и ЛДС.В.Е,, 
т . е . Д AB К ~ д А,В,К, 
и Д АВН Д А . В , « , ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , что 

К H _ А В 
Черт. 98. А',Я, — .4,/І, " 

Доказ. И з ъ подобія т р и у г о л ь н и к о в ъ ABІ(и А,В,К„ АВНч АІВ,НІ 

с л ѣ д у е т ъ : 1) Z.BAI(= Z. B,A К, и z BAHЛВ A . H и потому 
m AK AB A H A В 
2) - — = - П Г " -ПТ=^ПГ > " " о т о м у 

Е 

Z I I A K = I Z H I A I K I \ 
А К А H 
A.K. 

И з ъ этого с л ѣ д у е т ъ , что 
АК АВ 
А.К, ~ A.B. женію, 

Л./С, — А,В, А,Н, А,В а 

~ - j j - r . Слѣдов. триугольники АПК и А,Н,К, подобны(§50| . 
К H А К 
, . , , = - , , , - , и т а к ъ какъ, по поло-/»,// , A, І(, ' 

К И ^ AB 
К,ИГ А,В, ' 

§ 6S . Цент роме подобіп д в у х ъ п о д о б н ы х ъ многоугольниковъ 
н а з ы в а е т с я в о о б щ е точка , такимъ образомъ расположенная 
относительно н х ъ , что прямая, п р о в е д е н н а я и з ъ н е я в ъ к а к у ю 
н н б у д ь точку однаго многоугольника, п р о х о д и т ь ч р е з ъ с о о т в ѣ т -
с т в е н н у ю т о ч к у д р у г а г о . 

Е с л и и з ъ какой нибудь т о ч к и О ( ч е р т . 99) проведемъ прямыя 
линіи ко вс'Ьмъ в е р -
шинамъ многоугольни-
ка ABСѴ, и продолжив-
ш и и х ъ , п р о в е д е м ъ 
Л , В , и А,В, параллель-
но АВ\ В,С, и В„С, па -
раллельно ВС) С,1), и 
C,D, параллельно CD, 
A,D, и A.D, параллель-

A но AD, т о с о с т а в я т -
Чсрт. 99. с я два многоугольника 

Л.В .С, / ) , и A,B..C,D., подобные многоугольнику ABCD (§ 6 2 ) , 
к о т о р ы х ъ о б щ і й ц е н т р ъ подобія б у д е т ъ О. 

Когда многоугольники ABCD н Л , / ? , ^ , / ) , расположены т а к ъ , 
что с о о т в ѣ т с т в е н и ы я точки лежатъ по одной с т о р о н ѣ центра 
подобія О, то э т о т ъ ц е н т р ъ н а з ы в а е т с я онѣшнимв, когда же 
многоугольники ABCD и A,BtC,Da р а с п о л о ж е н ы такъ , ч т о со-
о т в ѣ т с т в е н н ы я точки лежатъ "по разнымъ сторонамъ ц е н т р а по-
добія О, то э т о т ъ ц е н т р ъ н а з ы в а е т с я внутренними. 

Точка К, § 6 2 ч е р т 9 3 , е с т ь внѣишін ц е н т р ъ подобія. 

I 

s 
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О т н о ш е н і ѳ л и н і й . 

§ 6 9 . З А Д А Ч А Определить числимое отношение двухг, лшіііі 
А и В, предполагая Л > II 

Лмв.-Лииію В накладываемъ на линію А столько разъ, сколько 
возможно; о с т а т о к ъ , нрп этомъ полученный, накладываемъ на В 
столько р а з ъ сколько это возможно; о с т а т о к ъ , при этомъ п о р -
ч е н н ы й , накладываемъ на первый о с т а т о к ъ столько разъ сколь-
ко это возможно, И п о с т у п а е т такимъ образомъ дал t e накла-
д ы в а я полученный о с т а т о к ъ на п р е д ш е с т в о в а в ш и ! столько р а з ъ 
сколько это возможно. При этомъ м о г у т ъ быть два с і у ч а я - 1) 
или мы д о х о д н м ъ до о с т а т к а , который в ъ п р е д ш е с т в о в а в ш о м ъ 
о с т . п к ѣ с о д е р ж и т с я цѣлое число р а з ъ т а к ъ . ч т о н о в а г о о с т а т -
ка не получится , или 2) ни одинъ изъ остатков-. , не б у д е т ъ со -
д е р ж а т ь с я Цѣ-іо-е число р а з ъ в ъ п р е д ш е с т в о в а в ш о м ъ о с т а т к и 

1-й случаи. Положимъ, что В содержится m р а з ъ в ъ А с ъ 
остаткоыъ Л , , т а к ъ что 

Л — m. 11 - ь Л ; 
п у с т ь Л , с о д е р ж и т с я я р а з ъ в ъ В, с ъ о с т а т к о ы ъ / ( . , т а к ъ что 

В = ,, 11І Ч- Л.,; 
* с о д е р ж и т с я V разъ в ъ Л, с ъ оста'ткомъ IL, т а к ъ ч т о 

+ Ä J , 

и н а к о н е ц ъ R, содержится q р а з ъ в ъ II, б е з ъ о с т а т к а , такъ что 
п > = 4-«»• 

И з ъ п о с л ѣ д н и х ъ д в у х ъ уравиеній находимъ: 
Л, = р П г -I- It, = (Р 9 ч - 1) Л ; ; 

с л е д о в . 
ß = " •+• Äs = I" (pq -I- 1) -t- Ла 

A = m В ч- Л , = \тп [pq ч- 1 ) ч- mq І pq ч- 1 1 Л . , . 

Т а к ъ какъ и, р и q с у т ь цѣлыя числа, то о ч е в и д н о что 
П. з а к л ю ч а е т с я целое число р а з ъ въ А и Л; лшііи А и ' В в і 
этомъ с л у ч а е н а з ы в а ю т с я сімзміьрымими, и Л.—ихъ общею ми.рпю 

О т н о ш о ш о между лішіямп А и В находимъ, р а з д ѣ . ш в ъ пер-
в у ю на в т о р у ю : 1 

А — '"- " 'і"І -*- 1) -I- mq -I- pg ч- I 
11 и (pq Ч- IJ -+- q ' 

Заметишь, что общая м-Ьра Л 3 д в у х ъ лииій А и В б у д е т ъ 
о о щ е ю м'крою и остатков-! , /I, и Л.., потому, что и з ъ у р а в н е -
нии А = m II -h Л, и В = и Л , - ь Лг* находимъ Л, = А -т В и 

' " Ѵ> о т с ю д а с л е д у е т ъ , что линія, с о д е р ж а щ а я с я ц -
лое число разъ в ъ А и В, б у д е т ъ с о д е р ж а т ь с я также цЬлое чи-
сло р а з ъ в ъ Л, и Л , . н 

2-й случай. Е с л и нн одинъ н з ъ о с т а т к о в ъ не с о д е р ж и т с я це-
лое число р а з ъ в ъ и р е д ш е с т в о в а в ш е м ъ о с т а т к е , т о линіи Л и 
В не м о г у т ъ иметь общей меры. В ъ самомъ дѣ . іѣ , положимъ, 
что в ъ этомъ с л у ч а е л и Л пмѣли бы о б щ у ю меру І>. Последо-
вательные остатки Л, Л : Л, Я , . . . п о с т е п е н н о у м е н ь ш а ю т с я и 
м о г у г ь быть сделаны менѣе в с я к о й данной величины, потому 

— 65 — 

что, если примемъ остатки положительными или отрицательны-
ми, т о можно д о п у с т и т ь , что каждый о с т а т о к ъ не бол-ііѳ поло-
вины п р е д ш е с т в о в а в ш а г о о с т а т к а . Положимъ, что повторили п о -
слі ідовательныя д е й с т в і я столько р а з ъ , что получили о с т а т о к ъ 
Л„ < Р. Н о Р, какъ общая м-fcpa Л и В, б у д е т ъ , по предъиду-
щому, о б щ е ю мЬрою и в с е х ъ о с т а т к о в ъ , слѣдов . Р должно с о д е р -
жаться целое число разъ в ъ Л „ , а это невозможно, когда ЛР < Р. 

Линіи, неимѣющія общей меры, н а з ы в а ю т с я несоизмеримыми, 
и ч и с л е н н о е о т н о ш е н і е и х ъ можетъ быть определено только по 
приближенііо. 

И з ъ у р а в н е н і й : 
А = т В •+• Л , ; В = п Л , - + - Л ^ ; I I , = р I I , ч - Л , ; Л , = Q Л , ч - Л , ; . . , 

находимъ: 
А я- * 

в н , л л . л , 

о т с ю д а 

— = m ч- 1 

1 

П р е р ы в а я н е п р е р ы в н у ю дробь на какомъ нибудь м ѣ с т ѣ , по-
лучаешь приближенную величину отношенія д в у х ъ линій А и В, 
и эта величина тѣмъ ближе подходитъ къ истинной в е л и ч и н е , 
чѣмъ больше члеповъ н е п р е р ы в н о й д р о б и принимаешь в ъ р а с ч е т ъ . 

О т н о ш е і й о н е с о н з м е р и м ы х ъ в е л н ч н н ъ н а з ы в . ирраціояамиымв. 

§ 7 0 . Т Е О Р Е М А . Діаюпа.Н> и сторона квадрата несоизмеримы. 
Доказ. I Ia діагоналѣ BD квадрата ABCD 

(черт . 100) отложимъ ВА, = ВА, и про-
в е д е м ъ А,В,, перпендикулярно к ъ BD. 
Прямоугольные триугольники BAD и 
B,A,D, нмѣющіе общііі у голъ D, подоб-
ны, и т а к ъ какъ AB = AD, то A,B,=A,D. 
Далее , т а к ъ какъ в ъ р а в н о б е д р е н н о м ъ 
триугольнике ADA, углы А и А, равны, 
т о и Z B , / W , = Z В,А,А,и потому A,B,=Aßt; 
с л е д о в . AtD = А,ІІ,=АВ,. И з ъ этого с л е -
д у е т ъ , что A,D < AD, и что с т о р о н а ква-

Чорт. 100. д р а т а содержится в ъ діагоналѣ только 
одинъ р а з ъ с ъ ос-гаткомъ A,D. 
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И з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ ABD и A,B,D с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
>. A,BtD м о ж е т ъ б ы т ь р а з с м а т р и в а е м ъ к а к ъ п о л о в и н а к в а д р а т а 
. о т о р а г о с т о р о н а б у д е т ъ о с т а т о к ъ A,D, a д і а г о н а л ь линія В d' 
ІЗЪ с к а з а н н а г о ж е з а к л ю ч а е т , ч т и с т о р о н а A.D с о д е р ж и т с я 
ІЪ д і а г о н а л ѣ B,D о д и н ъ р а з ъ с ъ н ѣ к о т о р ы м ъ о с т а т к о м ъ A.D, 

с л ѣ д о в . в ъ с т о р о н ѣ AD о н а с о д е р ж и т с я д в а р а з а с ъ т ѣ м ъ ж е 
о с т а т к о м ъ A , D , а это з н а ч и т ъ , ч т о п е р в ы й о с т а т о к ъ с о д е р ж и т с я 
в ъ с т о р о н ѣ к в а д р а т а д в а р а з а с ъ н о в ы м ъ о с т а т к о м ъ A D. 

Е с л и п р о в е д е м ъ A t B s п е р п е н д и к у л я р н о к ъ AD, т о с о с т а в и т с я 
т р и у г о л ь н и к ъ A,B,D, к о т о р ы й н а х о д и т с я о т н о с и т е л ь н о ЛАВ D 
в ъ п о д о б н о м ъ о т н о ш е н і и , к а к ъ &A.B.D о т н о с и т е л ь н о AABD-
и з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ AtB,D и Л Л ß с л ѣ д у е т ъ ч т о ABD 
м о ж н о р а з с м а т р и в а т ь к а к ъ п о л о в и н у к в а д р а т а , к о т о р а г о с т о р о -
н а е с т ь в т о р о й о с т а т о к ъ A,D, a д і а г о н а л ь — л и н і я В D а и з ъ 
п р е ж д е с к а з а н н а г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о в т о р о й о с т а т о к ъ л'в с о д е п -
ж и т с я в ъ с т о р о н ѣ A,D, т . С. в ъ п е р в о м ъ о с т а т к ѣ , д в а р а з а с ъ 
н о в ы м ъ о с т а т к о м ъ . ' 1 

Р а з с у ж д а я т а к и м ъ о б р а з о м ъ д а л ѣ е , з а к л ю ч а е м ъ , ч т о к а ж д ы й 
о с т а т о к ъ с о д е р ж и т с я в ъ п р е д ш е с т в о в а и ш е м ъ о с т а т к ѣ д в а р а з а 
с ъ н о в ы м ъ о с т а т к о м ъ , и п о т о м у л н н і и AB и BD н е с о и з м е р и м ы 
Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ « и d с т о р о н у и д і а г о н а л ь к в а д р а т а , и 
ч р е з ъ г , г , г 3 . . . п о с л е д о в а т е л ь н ы е о с т а т к и , т о 

d = а - ь г; а = 2 r , ч- г ; г . = 2 г , -+- г ; г = 2г ч- г 
с л ѣ д о в . 3 " ' 

а — 
2ч-\_ 

2 ч - J 

И з ъ п р я м о у г о л ь и а г о и р а і ш о б е д р е н н а г о т р и у г о л ь н и к а A B D н а -
х о д и м ъ : BD* = Ali' - н AD'- = 2 A B ' , или d * = 2 < r ' ; с л ѣ д о в d=a v / T 
Л е л и п р и м е м ъ в ъ р а с ч е т ъ п я т ь ч л е н о в ъ Н е п р е р ы в н о й д р о б и , 

т о н а х о д и м ъ — = 1 , 4 1 4 2 8 . . . . ; п р я м о е жо и з в л е ч е т е к в а д р а т н а -

г о к о р н я д а е т ъ — = \ ' 2 = 1 ,4 -1121 

Н ѣ к о т о р ы я п р е д л о ж е н і л о т р и у г о л ь н и к ѣ . 
S 7 1 . Т Е О Р Е М А . Сумма к.-іадрагпоа S двухя стороне Alt и ВС 

триуіолышка ABC ( ч е р т . (101) рав-
няется двойному квадрату линіи BD, 
соединяющей вершину триугольника ск 
срединой оснпванія, сложенному es двоіі-
HhiMG квадратоми половины основа-

Е D и m л, т. е: 
Черт. 101. AB" - b f ß C = 2 BD' ч- 2 AD'. 

Доказ. О п у с т и в ъ и з ъ в е р ш и н ы В п е р п е н д и к у л я р ъ ПК н а с т о -
р о н у АС, н а х о д и м ъ и з ъ о с т р о у г о л ь н о г о т р и у г о л ь н и к а ABD (a 5 9 ) -

— (Î7 — 

AB" = BD- -л- AD' — 2 AD . KD, 
а и з ъ т у п о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а BD С (% 6 0 ) : 

ВС' = BD4 ч- DC -+-2 DC . FD. 
С л о ж и в ъ э т и д в а у р а в н е н і л и з а м ѣ т и в ъ , ч т о DC = AD н а х о д и м ъ ' 

Aß' ч- ВО = 2 BD' ч- 2 AD'. 
Е с л и в ъ к а к о м ъ н и б у д ь ч е т ы р е у г о л ы ш к ѣ ABCD ( ч е р т . 1 0 2 ) 

п р о в е д е м ъ д і а г о н а л и АС и BD, 
с р е д и н ы и х ъ L и M с о е д и н и м ъ м е ж -
д у с о б о ю , н а к о н е ц ъ п р о в е д е м ъ ли-
ш и LC и LA, т о , п о п р е д ъ и д у щ е м у , 
н а х о д и м ъ и з ъ т р и у г о л ь н и к а BAD: 

AB' -+- AD' = 2 BL' ч- 2 AL"; 
а и з ъ т р и у г о л ь н и к а BCD: 

ВС -t- CD" = 2 BL" ч- 2 CL'. 
С л о ж и т , э т и д в а у р а в н е и і я и з а -

СѴ) 

Черт. 1 0 2 . 
м ѣ т и в ъ , ч т о 4- BL" = (2 BL) " = BD", н а х о д и м ъ 

AB" ч- ВС ч- CD" ч- AD" = BD' -I- 2 (AL" 
Н о и з ъ т р и у г о л ь н и к а ALC п о л у ч а е м ъ : 

AI" ч- CL" = 2AM" ч- 2 ML', 
или у м н о ж н в ъ н а 2 : 

2 (AL" ч- CL") = 4- AM' -i- 4 ML" = AC" -+- 4- ML". 
В с т а в л я я э т о в ы р а ж е н і е в ъ п р е д ъ и д у щ е е у р а в н е н і е , н а х о д и м ъ : 

AB' ч- ВС ч- CD' ч- AD" = BD" -+- АС ч- 4- ML', 
т . е . сумма каадратоов веѣхв сторона какою нибудь четыреуюліни-
ка равняется суммѣ квадратом ею діаюналей, сложенной сх учет-
вереннымъ коадратомв разстоянія между срединами діиюналеіі. 

§ 7 2 Т е о р е м а . Если ОЪ триуюльнжѣ ABC ^ ч ѳ р т . 1 0 3 И 1 0 4 ) 

прооедсмя произ-
вольную лннію DF, 
отсіысающую отъ 
каждой стороны его 
два отрѣзка: от в 
АВ—отрѣзки AD и 
DB, ошв ВС — от-
ріъзки BE и ЕС и 
шив АС—отрѣзки 

Черт. 103 . Черт. 10+. AF и CF, то про-
изведете трех г, отрѣзковв, не имѣющихв общей вершины три-
уіомшчса, равняется произведению трех в друіихв отрѣзкоов (*): 

AD . BE . CF = DB . EC . AF. 
Доказ. И р о в е д я CG п а р а л л е л ь н о линін DF, н а х о д и м ъ (§ 5 4 ) : 

CF DG BE DB . 
~AF~lD 'TC=DG- У м н о ж и в ъ э т и ^ в ѣ п р о п о р ц і и , п о л у ч и м ъ 

К / с ' = и л и AD . BE . CF = DB. EC. AF. 

) Это продложеше. служнпшее осиованіемг всей Трпгоіюмстріи древнпхг, при-
писывается Греческому Геометру Menelaiis (98 п. P. X) . 

5* 
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§ 73. T Е о р к м л. Если чрезв какую нибудь внутреннюю точку О 
триугольника ABC (черт. 105) проведемл 
прямые АОа, ВОЬ и СОс, разделяющая 
каждую сторону триуголышка на два от-
резка, то произведен!к трехе отрѣзковя, 
не имеющих* общей вершины триугольника, 
равняется произведению трехе другихъ 
отрезковs : 

Ас . Ва . СЬ = сВ . аС . ЪЛ. 
Черт. •10!5. Доказ. И з ъ т р и у г о л ы ш к а АВа, п е р е с е -

ч е н н а ™ прямого Ce, н а х о д и м ъ , н а о с н о в а н і и п р е д ъ и д у щ а г о § : 
Ас ВС. аС = сВ. аС. А О ; и з ъ т р и у г о л ь н и к а АСа, п е р е с ѣ ч е н н а -
г о прямой 8Ь, и м ѣ е м ъ : ЬА. аО. СВ = СЬ. АО Ва. Р а з д і і л і ш ъ п е р -
в о е у р а в п е н і е н а в т о р о е , н а х о д и м ъ : 

— = '• *?, , или Ас. Ва. СЬ = сВ. аС. ЬА. 
ЬЛ Си . Ва 

§ 7-і. Т к О Р к м л . Если вершину В триугольника АСВ ( ч е р т . 1 0 1 ) 
соединимв сг, произвольной точкой D 
противуположноіі стороны ,то: 
AB DC+BC. AD—BD'.А С—А С. AD. CD. 
Доказ П р о в е д я В К п е р п е н д и к у л я р -
н о к ъ АС, н а х о д и м ъ : 

E D ~ 1) AB* = BE* + АЕ'; 
Черт. 101 . ВС' = СЕ* - ь ЕВ*=(АС — АЕ) * н - ЕВ' 

или 2 ) ВС = АС •+- АЕ* — 2 АС.АЕ. - і - ЕВ"-, 
BD* = BE' -f- ED = BE* -+- (AD — АЕJ* 

или 3) BD' BE* •+- AD* -+- АЕ* — 2 AD . АЕ. 
Н о м н о ж и в ь и е р и о е у р а в н е н і ѳ н а CD, в т о р о е н а AD, т р е т ь е 

н а АС, и в ы ч т я т р е т ь е и з ъ с у м м ы д в у х ъ п е р в ы х ъ , н а х о д и м ъ : 
AB*. CD -+- ВС'. AD — BD . AC = BE* (CD -+- AD — AC) 

AE* (CD -t- AD — AC) -+- AC* . AD — AD' . AC. 
Ч л е н ы , с о д е р ж а щ і е HE- и А Е " с о к р а т я т с я , и з а м ѣ т и в ъ , ч т о 

АС" . AD — AD* . AC = AC. AD (AC - AD) = AC. AD . DC, 
н а х о д и м ъ 

AB* . CD -h ВС . AD — BD* . AC = AC . AD . DC. 
Э т о п р е д л о ж е н і ѳ с о д е р ж и т ъ о д н о и з ъ с а м ы х ъ о б щ и х ъ с в о й с т в ъ 

т р и у г о л ь н и к а . 
Е с л и п о л о ж и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к ъ A B C р а в н о б е д р е н н ы й : 

A B — СВ, т о н р ѳ д ъ и д у щ е о у р а в н е н і е н р и н и м а е т ъ в и д ь 
AB* (CD -+- AD) — BD' . AC = AC. AD . DC; 

з а м ѣ т н в ъ , ч т о CD - t - AD = AC, it е р к р а т п в ъ н а AC, н а х о д и м ъ , 
для і ш и ю б е д р е н н а г о т р и у г о л ы ш к а . с л - Ь д у ю щ е е у р а в и е н і е : 

1 ѵ AB' — BD* = AD . CD. 
Е с л и п о л о ж и м ъ , ч т о т о ч к а D е с т ь с р е д и н а линіи АС, т а к ъ 

ч т о AD = CD и л С = = 2 AD, т о с о к р а т и ш ь о б щ е е у р а в н е н і о 
н а AD, н а х о д и м ъ 

AB* -+- ВС = 2 BD' - t - 2 AD*. 
Е с л и в ъ т р а п е ц і и ABCD ( ч е р т , l o ü ) п р о в е д е м ъ д і а г о н а л і і АС и 

BD, к р о м ѣ т о г о , п р о в е д е м ъ BE п а р а л л е л ь н о CD и СЕ п а р а л л е л ь -
н о AB, т о , по п р е д ы д у щ е м у , и з ъ т р и у г о л ы ш к а ACD н а й д е м ъ : 
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АС1. ED-\ CD*. AE—CE' AD—AD.AE. F.D, 
а и з ъ т р и у г о л ы ш к а ABD: 
BD'. AF-hÀB'.FD—BF'. AD=AD. AV.FD 

Е с л и с л о ж и м ъ эти д в а у р а в п е н і я и 
з а м ѣ т и м ъ , ч т о в т о р ы я ч а с т и и х ъ р а в -
н ы и ч т о : 
ED = ,1F; CE = AB, BF = CD-, FD—DC, 

Черт. 10G. т о п о л у ч и м ъ : 
(AC -+- BDä) A F — CD* (AD — AE) — AB'. [AD - FD)= AD. AF. ВС; 
и к а к ъ AD— АЕ = AF, т о , по с о к р а щ о н і ю н а AF, н а х о д и м ъ : 

АС' -t- BD* —- CD* -t- AB* -t- AD. ВС. 

Г а р м о н и ч е с к о е д ѣ л е п і е . 
§ 7 5 . Е с л и л и н і я AD ( ч е р т . 1 0 7 ) р а з д е л е н а п а т а к і я т р и ч а -

с т и AB, ВС и CD, к о т о р ы я с о в с е ю л и -
« , t | „ j i i e i o . l û с о с т а в л я ю т ъ г е о м е т р и ч е с к у ю 

О В 4 J ' ' п р о п о р ц и я , в ъ к о т о р о й к р а і і н і е о т -
ѵ р е з к и . i ß и CD с у т ь к р а й п і е ч л е н ы , 
Черт. 107 . a в с я . і и п і я и с р е д н і й о т р ѣ з о к ъ ВС,— 

AB ВС 
с р е д ш е , или н а о б о р о г ь , т е . е с л и — = — ( т о г о в о р и т ь , ч т о 
л н н і я AD р а з д е л е н а гармонически, а т о ч к и A,B,Ci\D н а з ы в а ю т - ! . 
гармоническими. *) 

Ч т о б ъ р а з д е л и т ь д а н н у ю л н н і ю AD ( ч е р т . 1 0 8 ) г а р м о н и ч е с к и , 
н а з п а ч а е м ъ на н е й п р о и з в о л ь н о т о ч -
ку^ С, или ч т о в с е р а в н о — н а з п а -
ч а е м ъ п р о и з в о л ь н у ю к р а й н ю ю ч а с т ь 
CD. П р о в е д я з а т ѣ м ъ ч р е з ъ т о ч к у А 
к а к у ю п и б у д ь п р я м у ю Л б н ч р е з ъ т о ч -
ки Си D д и ѣ п а р а л л е л и СЕ и DF, о т -

13" С J J л о ж и м ъ EG = ЕЕ и п р о в е д е м ъ ЕВ 
Черт. 108 . п а р а л л е н ь и о ОС, т о г д а В б у д е т ъ ч е т -

в е р т а я г а р м о н и ч е с к а я т о ч к а к ъ т р е м ъ т о ч к а м ъ А, С и D В ъ 
с а м о м ъ д ѣ л Ь : 

M AF .17) AF 
В С ~ FG " Ci) EF 

AB AD 
и т а к ъ к а к ъ , по п о с т р о е ш ю , EF = ѵъ, т о • 

П о л о ж и м ъ , ч т о линія AD ( ч е р т . 1 0 7 ) р а з д е л е н а г а р м о н и ч е с к и 
в ъ т о ч к а х ъ В и С и п у с т ь б у д е т ъ О с р е д и н а липіи АС, т о г д а 
изв трехв лииііі OB, ОС и OD, іреднля — ОС - есть средняя про-
порціональная между двумя другими OB и OD. 

. AD AB 

І і ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ н з ъ п р о п о р ц ш н а х о д и м ъ 

AD -h CD AD — CD AB -+- ВС AB — ВС 

•) I l e la Hire (108ІІ) основіиъ на гармонпческоиъ діисіііп тсорііо кѵшіче-
екихъ c't'ieuiû « г ду іѣ дровней Геоиетріи и чрезъ сочшіеиіс его иазияніе і е с -
lio linrin опісл преимущественно иоііио нъ упитребленіе. 
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H o 

с л е д о в . 

AO •+• CD -— AC-4- 2CD = 2 (OC-+-CO) = 2 0 0 ; 
AD—CD = 2 О С ; Л Л + Г = 2 0 C ; 

4 ß — ВС=АС—ЧВС = -2 (OC— CD) = 2 0 ß , 
0 0 _ 0 c 
ОС ~~ OB ' 

§ 7 6 . Е с л и и з ъ т р е х ъ лииій — a , b 
н е — п е р в а я о т н о с и т с я к ъ т р е т ь е й , 
к а к ъ р а з н о с т ь п е р в о й и в т о р о й о т н о -
с и т с я к ъ р а з н о с т и в т о р о й и т р е т ь е й , 
т . е . е с л и 

а", с — а — Ь'. Ь — с , 
В С и т о т а к а я п р о п о р ц і я н а з ы в а е т с я сред-

Чврт. 108 . нею гармоническою пропорцию, и ли-
ш е о — с р е д н е ю гармонически пропорціопальною. 

В з я в ъ п р о и з в е д е т е с р е д н и х ъ и к р а й н и х ъ ч л е н о в ъ , н а н д е м ъ 
ас Ьс = ab — я с ; с л е д о в . с р о д н і й г а р м о н и ч е с к и п р о п о р ц і о -
н а л ь н ы й ч . і е н ъ b = — — . 

Е с л и ж е в ъ п р о п о р ц і и § 7 5 ( ч е р т . 1 0 7 ) : = , з а м ѣ н и м ъ 
AD ML 

ВС ч р е з ъ АС—AB и CD ч р е з ъ AD — АС го н а й д е м ъ 
AD : AB = AD — AC: AC — AB. 

И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о т р и ч а с т и AD, АС. AB линіи AD, 
р а з д ѣ л е н н о й г а р м о н и ч е с к и , с о с т а в . і я і о т ъ с р е д н ю ю г а р м о н и ч е -
с к у ю п р о п о р ц н о . 

§ 7 7 . Т е о р е м а ЕСЛ четыре линіи О.і,, OB,.ОС, и OD, 
і ч е р т . 1 0 9 ) , внходлщія изо общей 
точки О, пересѣчены какой нибудь 
примою AD, то отршзки ея: AB, ВС 
к CD имгьють то свойство, что от-

. AB . CD 
ношсше ——— есть величина по-

AD . ВС 
столиц'!я, независящая сті положенія 
линги AD. 

Доиаз. П р о в е д я к а к у ю п и б у д ь ли-
н і ю Л, О , и ч р е з ъ т о ч к у A л н н і ю 
Ad е й п а р а л л е л ь н у ю , н а х о д и м ъ и з ъ 

т р и у г о л ь н и к а АсС, п е р е с ѣ ч е н н а г о 
л и н і е ю OB, ( § 7 2 ) : Ab.Oc.CB = be. ОС . AB, а и з ъ т о г о ж е т р и -
у г о л ь н и к а А с С , п е р е с е ч е н н а ™ л и н і е ю OD, н а х о д и м ъ : 
Ad. Ос. CD. = cd. ОС. AD. Р а з д ѣ л н в ь в т о р о е у р а в п е н і е н а п е р -

A'l . CD cd AI) AB . CD Ab . cd 
в о е , п о л у ч и т , : „ли 

П о в с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и л и н і й 
Ah _ A,B 
Ad 

Черт. ion. 

A.D. 

Al) . ВС Ad . be " 
Ad n A, 1), и м ѣ е м ѵ . 

cd С , Л , Ab. cd AB . C.D. 
-ü =Tc'CJbAOaÄd7iTc = 

AB . CD A.B. . C.D. 
A,D. . B.C.' и п о т о м у 

ДО . ВС 
ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

A.D.. B.C.' 
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Е с л и линія AD в ъ т о ч к а х ъ В n С р а з д е л е н а г а р м о н и ч е с к и , 

•„ е £ = % или ЛО . CD = ЛО ВС, т о е л е -

д о в а т е л ь н о в ъ э т о м ъ с л у ч а е в с я к а я д р у г а я лиши A D , 
р а з д е л и т с я в ъ т о ч к а х ъ В , и С, г а р м о н и ч е с к и . Л и ш и O A „ Ü B , , 
ОС и OD, в ъ э т о м ъ с л у ч а е н а з ы в а ю т с я гармоническими луча-
ми а т о ч к а О — гармоническими центремв 

AB . CD 
О т н о ш е н і е н а з ы в а е т с я аніармоническимв отношенгеме. 

S 7 8 . Е с л и в ъ к а к о м ъ н и б у д ь ч е т ы р е у г о л ы ш к ѣ ABCD ( ч е р т . 1 0 1 ) . 
д п р о д о л ж и м ъ п р о т и в у п о л о ж н ы я 

с т о р о н ы д о н х ъ п р е с е ч е н і я : с т о р о -
н ы A B и СО д о т о ч к и Е , а с т о р о н ы 
ВС и AI) до т о ч к и F, т о Ф и г у р а , т а -
к и м ъ о б р а з о м ъ с о с т а в л е н н а я , н а -
з ы в а е т с я поміыма чстырсуюмни-
ко.иа. Липія EF н а з ы в а е т с я т а к ж е 
д і а г о н а л ы о , т а к ъ ч т о по . іныыі і ч о -
т ы р е у г о л ы ш к ъ ш г Ь е т ъ т р и д і а г о -
н а л и АС,BD и EF. 

Т Е О Р Е М Л- В s по шомв чегпы-
реуюяышшь каждая діаюналь дѣ-
литсп гармонически двумя дру-
гими діаюналямч. 

І і р о д о л ж н м ъ д і а г о п а л н Л С н B D 
д о п е р е с ѣ ч е п і я с ъ д і а г о и а л ы о EF-, т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
EH IIF 
El FI ' 
'Доказ. П о § 7 2 и м ѣ е м ъ и з ъ т р и у г о л ь н и к а EAF, п е р е с е ч е н -

и а г о п р я м о й I I I : 
AB . DF. EI = ЕВ . AD . FI; 

и з ъ т и и у г о л ы ш к а EAU, п с р е с е ч е н н а г о п р я м о й BF. п м ѣ е м ъ : 
1 ЕВ. АС. HF = AB. CH. EF\ 

н а к о н е ц ъ и з ъ т р и у г о л ь н и к а HAF, п е | > е с е ч е п н а г о п р я м о й ED: 
CH. AD . EF = AC.DF.EH,-

П е р е м н о ж н в ъ эти т р и у р а в н е н і я и с о к р а т и в ъ р а в н ы е ч л е н ы , 
н а х о д и м ъ : Е Я „ F 

HF . El - FI. EH, или j f j = JT] 

; g а Л » в в . 
4-9. С т о р о н ы т р и у г о л ь н и к а с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы . 3 , I и 5 ; 

о п р е д е л и т ь у г о л ъ , л е ж а щ і н п р о т и в ъ б о л ь ш е й с т о р о н ы . 
5 0 . Л е с т н и ц а , д л и н о ю в ъ 1 0 ф у т . , п р и л о ж е н а к ъ в е р т и к а л ь -

ной с т е н е т а к ъ , ч т о о с н о в а н і е л е с т н и ц ы о т с т о и г ъ о т ъ с т ѣ н ы 
н а 6 Ф у т . ; н а к а к о й в ы с о т е н а х о д и т с я в е р ш и н а л е с т н и ц ы ? 

5 1 Е с л и о с н о в а н і е л е с т н и ц ы о т о д в и н е т с я о т ъ с т е н ы е щ е 
з а 2 Ф., н а с к о л ь к о Ф у т о в ъ п о н и з и т с я в е р ш и н а ея? 
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52 . Стороны триугольника с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы 10 , 15 и 20 ; 
какого в и д а уголъ , лежащій п р о т и в ъ большей стороны? 

53 . І І ериметръ прямоугольнаго т р и у г о л ы ш к а р а в е н ъ 2р и 
одинъ и з ъ к а т е т о в ъ р а в е н ъ 6; определить г и п о т е н у з у . 

54 . Три с т о р о н ы т р и у г о л ы ш к а с о о т в Ь т с т в е н в о р а в н ы а, Ь и 
с; определить длину линіи I, с о е д и н я ю щ е й в е р ш и н у А т р и у -
гольника с ъ с р е д и н о ю противуположной с т о р о н ы . 

55 . Найти ч е т в е р т у ю пропорціоналыіую к ъ т р е м ъ даннымъ 
линіямъ а, 6 и с. 

56 . Р а з д е л и т ь линііо AB на д в е ч а с т и в ъ данномъ отношоніи. 
5 7 . Разделить линію AB на ч а с т и пропорціоналыіыя ЛИІІІЯМЪ 

m, ri, p и q. 
58 . Ч р е з ъ т о ч к у A п р о в е с т и прямую т а к ъ , ч т о б ы р а з с т о я н і я 

е я о т ъ д в у х ъ д а н н ы х ъ т о ч е к ъ В и С были в ъ данномъ отно-
шеиіи m: п. 

59 . Даны д в е прямыя AB и АС и точка J в н у т р и угла ВАС\ 
найти на прямоіі АС т о ч к у , р а в н о о т с т о я щ у ю о т ъ точки J и 
отъ прямой AB. 

60 . Даны д в е прямыя AB и АС и точка J\ п р о в е с т и ч р е з ъ У п р я -
мую такъ , чтобы ч а с т и ея , о т с е к а е м ы я прямыми AB и АС, были 
в ъ данномъ отношеніи m: п. 

01 . И з ъ точки J п р о в е д е н ы прямыя къ разнымъ точкамъ дан-
ной линіи AB-, определить г е о м е т р и ч е с к о е ыЬсто т о ч е к ъ , деля-
щ и х ъ эти линіи в ъ отношепіи m: п. 

62. Стороны параллелограмма с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы 9 фут., 
и 3 Фут., р а з с т о я н і е же д в у х ъ с т о р о н ъ в ъ 9 фут. равно 5 ; 
определить р а з с т о я н і о д в у х ъ д р у г и х ъ сторонъ . 

63 . П о с т р о и т ь т р и у г о л ь н и к ъ , в ъ которомъ т р и линіи, с о е д и -
н я ю щ і я в е р ш и н ы т р и у г о л ы ш к а с ъ срединами противуполож-
н ы х ъ с т о р о н ъ , с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы /, / „ /„. 

6 4 . Даны діагонали d и d, параллелограмма и одна и з ъ с т о -
р о н ъ е г о а, определить д р у г у ю с т о р о н у . 

6 5 П о с т р о и т ь на данной лнніи AB миогоуголыіикъ подобный 
данному. 

66 . В п и с а т ь к в а д р а т ъ в ъ триугольникъ ABC. 
6 7 . В ъ триугольнике ABC в п и с а т ь п р я м о у г о л ы ш к ъ , котораго 

с т о р о н ы н а х о д я т с я в ъ о т н о ш е н і и т\ п. 
68 . Найти г е о м е т р и ч е с к о е , м Ь с т о т о ч е к ъ подъ условіомъ, ч т о б ы 

сумма к в а д р а т о в ъ р а з с т о я н і й каждой и з ъ н и х ъ отъ д в у х ъ дан-
н ы х ъ т о ч е к ъ А и В р а в н я л а с ь данной величинЬ т~. 

Г Л А В А V . 

О б ъ о к р у ж н о с т и к р у г а . 

Х О Р Д Ы ІІ КАСАТЕЛЬНЫЙ. ИЗМЪРЕШЕ УГЛОВЪ. ПРОПОРЦИШАЛЫІЫЯ ЛИШИ 

в ъ КРУГИ. ВПИСАННЫЕ И ОШІСАІШЫЕ МІІОГОЗТОЛЫШШІ. ОТНОСИТЕЛЬНОЕ 

НОЛОЖЕІІШ ДВУХЪ ОКРУЖНОСТЕЙ. Ч Е Т Ы Р Е ЗАМПЧАТЕЛЫІЫЯ ТОЧКИ ТРИ-

УГОЛЫШКА. ВЗАИМНЫЙ точки. ПОЛЯРЫ. ЗАДАЧИ. 

Х о р д ы и к а с а т е л ь н ы я . 

§ 7 9 . В с я к а я ч а с т ь АСВ ( ч е р т . 1 1 1 ) о к р у ж н о с т и к р у -
г а н а з ы в а е т с я дугою ( § 1 1 ) , л и и і я ж е 
A B , с о е д и н я ю щ а я к о н ц ы д у г и и н е п р о -
х о д я щ а я ч р е з ъ ц е н т р ъ — хордою. К а ж ~ 
д а я х о р д а A B с о о т в е т с т в у е т е д в у м ъ н е -
р а в п ы м ъ д у г а м ъ АСВ и ADB, с о с т а -

в л я ю щ м м ъ в м е с т е п о л н у ю о к р у ж н о с т ь , 
с 

Черт. Ш . О ч е в и д н о , ч т о в с я к а я х о р д а м е н ь ш е 
д і а м е т р а , п о т о м у ч т о , с о е д и н и в ъ к о н ц ы х о р д ы Л и В с ъ 
ц е н т р о м ъ , н а х о д и м ъ ( § 1 3 ) АН < АО-ч-ОВ, н о АОч-ОВ 
р а в н я е т с я д і а м с т р у . 

Л и н і я ABC ( ч е р т . 1 1 2 ) , п е р е с е к а ю щ а я о к р у ж н о с т ь , 
н а з ы в а е т с я сѣнугцею. С е к у щ а я м о -

- с ж е т ъ п е р е с е к а т ь о к р у ж н о с т ь н е б о -
л е е к а к ъ в ъ д в у х ъ т о ч к а х ъ , п о т о м у 
ч т о е с л и б ы о н а и м е л а е щ е т р е т ь ю 
т о ч к у о б щ у ю с ъ о к р у ж н о с т ь ю , т о 
т р и т о ч к и п р я м о й о т с т о я л и б ы о т ъ 

ч т ^ и ° т о ч к и О н а р а в н ы х ъ р а з с т о я н і я х ъ , 
ч т о п р о т и в н о § 3 0 . 
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Л и н і я LM ( ч е р . 1 1 2 ) , и м ѣ ю щ а я т о л ь -
' к о о д н у о б щ у ю т о ч к у N съ о к р у ж -

н о с т ь ю , н а з ы в а е т с я писательною, о б -
щ а я ж е т о ч к а Л — точною прикоснове-
ніп. К а с а т е л ь н у ю м о ж н о р а з с м а т р и -
в а т ь к а к ъ с ѣ к у щ у ю , к о т о р о й д в ѣ т о ч к и 
н е р е с ѣ ч е н і я с л и л и с ь в ъ о д н у т о ч к у . 

Ч а с т ь А О В С ( ч е р т . 1 1 1 ) "круга , о г р а н и ч е н н а я д у г о ю 
и д в у м я р а д і у с а м и , н а з ы в а е т с я выр/ьзкомь или сеісторомъ, 
а ч а с т ь All С, о г р а н и ч е н н а я д у г о ю п х о р д о ю — от-
резком* или сегментомъ. 

§ 8 0 . Т Е О Р Е М А . Равныл дуги стягиваются равными 
аордами. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 1 1 3 ) д у г а 
АС И = д у г ѣ G FE, т р е б у е т с я д о к а -
з а т ь , ч т о х о р д а AB = х о р д ѣ GE. 

Доказ. С о е д и н н м ъ т о ч к и А, В, 
G и Е с ъ ц е і г г р о м ъ и н а л о ж и м ъ 
с е к т о р ъ GOE на с е к т о р ъ АОВ т а к ъ , 

Черт. ИЗ. ч т о б ы р а д і у с ъ ОС с о в н а л ъ с ъ р а -
д і у с о м ъ OA и т о ч к а G с ъ т о ч к о ю А, т о г д а д у г а СЕ с о в -
м е с т и т с я с ъ д у г о ю A B , п о т о м у ч т о в с ѣ т о ч к и о б ѣ и х ъ 
д у г ъ н а х о д я т с я н а р а в н ы х ъ р а з с т о я н і я х ъ о т ъ ц е н т р а . 
В с л ѣ д с т в і е ж е р а в е н с т в а д у г ъ т о ч к а Е с о в п а д е т ъ с ъ т о ч -
кою В и х о р д а СЕ съ х о р д о ю AB. 

О ч е в и д н о , ч т о с п р а в е д л и в о и о б р а т н а я т е о р е м а 
§ 8 1 . Т Е О Р Е М А . Большая дуга стягивается и большею 

хордою. 
П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 1 1 4 ) , ч т о д у г а 

/ Л ' 7 Г > д у г и АСВ, т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
ч т о х о р д а DE х о р д ы AB. 

Доказ. О т л о ж и м ъ н а д у г ѣ EFD 
ч а с т ь EFG р а в н у ю д у г ѣ ВС А, т о г д а , 
но п р е д ъ и д у щ е м у С Е — A B . Е с л и 
ж е с о е д и н н м ъ т о ч к и I), С и Е с ъ 
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ц е н т р о м ъ О и з а м ѣ т и м ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ СОЕ и 
DOE с т о р о н а ОЕ о б щ а я и DO=OC, к а к ъ р а д і у с ы , у г л ы 
ж е GOE и DOE н е р а в н ы , то,- по § 1 9 , н а й д е м ъ DE> 
GE и л и DE>AB. 

Обратная теорема. Большая хорда стягиваешь и 
большую дугу. 

Доказ. К о г д а одна х о р д а б о л ь ш е д р у г о й , т о д у г а п е р -
в о й н е м о ж е т ъ р а в н я т ь с я д у г ѣ в т о р о й , п о т о м у ч т о т о г -
да и х о р д ы б ы л и б ы р а в н ы ( § 8 0 ) , ч т о п р о т и в н о п о л о -
ж е н н о ; н о п е р в а я д у г а т а к ж е н е м о ж е т ъ б ы т ь м е н ь ш е 
в т о р о й , п о т о м у ч т о т о г д а , по п р е д ы д у щ е й т е о р е м ѣ , и 
п е р в а я х о р д а б ы л а б ы м е н ь ш е в т о р о й , что т а к ж е п р о т и в н о 
п о л о ж е н і ю ; с л ѣ д . п е р в а я д у г а б у д е т ъ б о л ь ш е в т о р о й . 

§ 8 2 . Т Е О Р Е М А . Равиыя хорды равно удалены отъ 

центра. 
П о л о ж и м ъ , ( ч е р т . 1 1 5 ) ч т о A B = С Е , 
ОС J _ AB а ОМА. СЕ, т р е б у е т с я д о -
к а з а т ь , ч т о ОС—ОМ. 

Доказ. С о е д и н и м ъ т о ч к и А, В, Е 
и С с ъ ц е н т р о м ъ О и з а м ѣ т и м ъ , что 
т р и у г о л ь н и к и АОВ и СОЕ, в ъ к о т о -
п ы х ъ A B — С Е , по и о л о ж е н і ю , а о с т э л ь -

Черт. H b . J . 

н ы я с т о р о н ы р а в н ы , к а к ъ р а д і у с ы , р а в н ы м е ж д у с о -
б о ю ( § 2 Ü ) , с л ѣ д . и в ы с о т ы э т и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ ОС 
и ОМ р а в н ы ( § 2 4 , с л ѣ д с т в і е ) . 

О ч е в и д н о , ч т о с п р а в е д л и в о и о б р а т н а я т е о р е м а 
§ 8 3 . Т Е О Р Е М А . Большая хорда ближе кз центру. 

П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 1 1 6 ) , ч т о AB<DB, 
и ч т о ОС - L AB и OL _L DB\ т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о CC^>OL. 

Доказ. Л и н і я ОМ, к а к ъ н а к л о н н а я , 
б о л ь ш е п е р п е н д и к у л я р а OL ( § 2 8 ) , 
с . і ѣ д о в . и O C ' > O L . 
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Обратной теорема. Изъ двухъ хордъ та больше, /co-
rn орал ближе къ центру. 

Доказ. К о г д а о д н а х о р д а б л и ж е к ъ ц е н т р у н е ж е л и 
д р у г а я , т о п е р в а я н е м о ж е т ъ р а в н я т ь с я в т о р о й , п о т о м у 
ч т о т о г д а р а з с т о я н і я и х ъ о т ъ ц е н т р а б ы л и б ы р а в н ы 
(S 8 2 ) , ч т о п р о т и в н о п о л о ж е н і ю ; н о п е р в а я х о р д а т а к ж е 
н е м о ж е т ъ б ы т ь м е н ь ш е в т о р о й , п о т о м у ч т о т о г д а , по 
п р е д ы д у щ е м у , р а з с т о я н і е п е р в о й о т ъ ц е н т р а б ы л о б ы 
б о л ь ш е р а з с т о я и і я в т о р о й , ч т о т а к ж е п р о т и в н о п о л о ж е -
н н о ; с л ѣ д о в . п е р в а я х о р д а б у д е т ъ б о л ь ш е в т о р о й . 

§ 8 4 . . Т Е О Р Е М А . Радіусъ, перпендикулярный къ хордѣ, 
д/ь.штъ хорду и отшиваемую ею дуіу пополамъ. 

П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 1 1 7 ) , ч т о р а д і у с ъ OD 
п е р п е н д и к у л я р е н * к ъ х о р д ѣ AB; т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о АС = СИ, и 
д у г а AD = д у г ѣ DB. 

Доказ. С о е д и н и м * т о ч к и А и В с ъ 
т о ч к а м и О и D; п р я м о у г о л ь н ы е т р и -

у г о л ы ш к и АОС и НОС, и м ѣ ю щ і е о б щ і й к а т е т ъ ОС и р а в -
н ы я . г и п о т е н у з ы , р а в н ы ( § 2 5 ) , с л ѣ д о в . АС = СВ. 

Д а л ѣ е , п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ACD и BCD, и м ѣ -
ю і ц і е о б щ і й к а т е т ъ CD, и , н о д о к а з а н н о м у , р а в н ы е к а -
т е т ы АС и ВС, р а в н ы ( § 2 3 ) ; с л ѣ д о в . AD=DB, и п о -
т о м у , по § 8 0 , д у г а AD = д у г ѣ DB. 

И з ъ с к а з а н н а г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о т р и т о ч к и О, С и D 
т . е . ц е н т р ъ , с е р е д и н а х о р д ы и с е р е д и н а д у г и , л е ж а т ъ 
н а о д н о й п р я м о й , п е р п е н д и к у л я р н о й к ъ х о р д ѣ . С л ѣ д о в . 
л и н і я , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ д в ѣ и з ъ э т и х ъ т о ч е к ъ , п р о й -
д е т * т а к ж е ч р е з ъ т р е т ь ю и б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 
х о р д ѣ ; a л и н і я , п е р п е н д и к у л я р н а я к ъ х о р д ѣ и п р о х о д я щ а я 
ч р е з ъ о д н у и з ъ э т и х ъ т о ч е к ъ , п р о й д е т ъ т а к ж е ч р е з ъ д в ѣ 
д р у г і я т о ч к и . 

§ 8 5 . Т E O P E M A . касательная перпендикулярна къ ра-
діусу, проведенному въ точку прикосновение. 

Черт . 1 1 8 . 

П у с т ь б у д е т ъ ( ч е р т 1 1 8 ) п р я м а я A B 
к а с а т е л ь н а к ъ к р у г у в ъ т о ч к ѣ С; т р е -

в б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о р а д і у с ъ ОС п е р -
н е н д и к у л я р е и ъ к ъ A 4 . 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ , н о п о л о ж е н н о , 
в с я к а я т о ч к а D прямой. A B л е ж и т ъ в н ѣ 
к р у г а , т о OD^>OC; с л ѣ д о в . ОС е с т ь 

к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е ц е н т р а О о т ъ п р я м о й A B ; к р а т -
ч а й ш е е ж е р а з е т о я н і е т о ч к и о т ъ п р я м о й е с т ь п е р п е н д и -
к у л я р ъ ( § 2 8 ) . 

Обратная теорема. Juni я AB, имеющая общую точ-
ку С съ окружностью и перпендикулярная къ радіусу ОС, 
есть касательная. 

Доказ. С о е д ш ш в ъ к а к у ю н и б у д ь т о ч к у D п р я м о й AB 
с ъ ц е н т р о м * , н а х о д и м ъ , ч т о OD, к а к ъ н а к л о н н а я , б о л ь -
ш е п е р п е н д и к у л я р а ОС, т . е . б о л ь ш е р а д і у с а , и п о т о м у 
в с ѣ т о ч к и п р я м о й A B , з а и с і ш о ч е и і е м ъ т о ч к и С , л е ж а т ъ 
в н ѣ к р у г а , а э т о з н а ч и т * , ч т о л и и і я AB е с т ь к а с а т е л ь н а я . 

§ 86 . Т Ео рЕм л. Душ, содержащаяся между параллель-

ными хордами, равны. 
Доказ. П о л о ж и м * , в о п е р в ы х * , ч т о 

х о р д ы AB и CD ( ч е р т . 1 1 9 ) , л е ж а щ і я 
по о д н о й с т о р о н ѣ ц е н т р а , п а р а л л е л ь -
н ы м е ж д у с о б о ю ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
ч т о д у г а АС = д у г ѣ DB. 

П р о в е д е м ъ р а д і у с ъ ON Т е р п е н -
Черт. НО. д и к у л я р н о к ъ х о р д ѣ CD; по п а р а л -

л е л ь н о с т и х о р д ъ , л и и і я ON б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а и 
к ъ х о р д ѣ AB; с л ѣ д о в . AN=NB и CN=ND ( $ 8 4 ; ) ; ^ в ы ч и -
т а я и з ъ п е р в а г о р а в е н с т в а в т о р о е , н а й д е м * АС — DB. 

П о л о ж и м ъ , в о в т о р ы х * , ч т о х о р д ы A B и C . D , , л е ж а щ і я 
по р а з н ы м * с т о р о н а м ъ ц е н т р а , п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о и в ъ э т о м ъ с л у ч а ѣ AC,-BDt. 



П р о д о л ж и м * р а д і у с ъ ON д о п е р е с ѣ ч е н і я с ъ д у г о ю C,D,; 
по § 84. н а х о д и м ъ : C,Nt=N,Dt; AN = NB] н о т а к ъ 
к а к ъ п о л у о к р у ж н о с т и NCNt nNBN, р а в н ы , т о ACt=BDr 

§ 8 7 . Т Е О Р Е М А . Касательная, параллельная хорде, 
діьлитъ иъ точкѣ прикосновенья дугу, стягиваемую хор-
дою, пополамъ. 

м П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 1 2 0 ) , ч т о к а с а т е л ь -
н а я CD п а р а л л е л ь н а х о р д ѣ AB; т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о АЕ — ЕВ. 

Доказ. С о е д и н и в ъ ц е н т р ъ О с ъ 
т о ч к о ю п р и к о с н о в е н і я Е , н а х о д и м ъ , 

Е J ч т о р а д і у с ъ ОЕ п е р п е н д и к у л я р е н * к ъ 
Черт, '120. к а с а т е л ь н о й CD ( § 8 5 ) ; в с л ѣ д с т в і е 

ж е п а р а л л е л ь н о с т и линій AB и CD р а д і у с ъ ОЕ б у д е т ъ 
т а к ж е п е р п е н д и к у л я р е н * и к ъ х о р д ѣ AB; с л ѣ д о в . 
А Е = Е В (g 84 . ) . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е п і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о т о ч к и к а с а н і я 
д в у х ъ п а р а л л е л ь н ы х * к а с а т е л ь н ы х * CD и LM д ѣ л я т * 
о к р у ж н о с т ь на д в ѣ р а в п ы я ч а с т и . 

И з м ѣ р е н і е у г л о в ъ . 

§ 8 8 . У г о л * АОВ ( ч е р т . 1 2 1 ) , к о т о р а г о в е р ш и н а н а -
х о д и т с я в ъ ц е н т р ѣ к р у г а , н а з ы в а е т с я центральнымъ 

угломъ и л и угломъ при центрѣ; 
у г о л ъ CDE, к о т о р а г о в е р ш и н а 
н а х о д и т с я н а о к р у ж н о с т и — у г л о м ъ 
при окружности или вписаннымs 
угломъ, а у г о л ъ LMN, к о т о р а г о с т о -
р о н ы к а с а т е л ь н ы к ъ о к р у ж н о с т и , — 
описаннымъ угломъ. 

Д у г а CLDNE, в м ѣ щ а ю щ а я в ъ с е б ѣ в п и с а н н ы й у г о л ъ 
CDE, н а з ы в а е т с я дугою вмещающею уголъ CDE. 

§ 8 9 . Т Е О Р Е М А . Равнымъ цснтральнымъ угламъ соот-
ветствуют* равныл дуги. 

Черт. 1-21. 
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П о л о ж и м ъ , ч т о ( ч е р т . 122) /-АОВ — 

®Z. COD ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
д у г а AB — д у г ѣ CD. 

Доказ. П р о в е д я х о р д ы AB и CD, з а -
1 м ѣ т и м ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ы ш к а х ъ АОВ и 

в С OD у г л ы АОВ и COD, по п о л о ж е н і ю . 
Черт, 12-2. р а в н ы , с т о р о н ы ж е , з а к л ю ч а ю щ і я эти у г -

л ы , к а к ъ р а д і у с ы , т а к ж е р а в н ы ; с л ѣ д . эти т р и у г о л ь н и к и 
( § 1 5 ) р а в н ы , и п о т о м у AB—CD; р а в п ы я ж е х о р д ы с т я -
г и в а ю т * р а в н ы я д у г и ( § 8 0 ) , с л ѣ д . д у г а AB = д у г ѣ CD. 

Обратная теорема. Равнымъ дугам* соответствуютъ 
равные центральные углы. 

П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 1 2 2 ) , ч т о д у г а AB = д у г ѣ CD; т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о Z . АОВ — COD. 

Доказ. И з ъ р а в е н с т в а д у г ъ AB и CD с л ѣ д у е т ъ ( § 8 0 ) 
р а в е н с т в о х о р д ъ AB и CD, с л ѣ д . т р и у г о л ь н и к и АОВ и 
COD, и м ѣ ю щ і е т р и с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы я с т о р о н ы , 
р а в н ы ( § 2 0 ) . и п о т о м у Z . АОВ = Z . COD. 

И з ъ с к а з а н н а г о в ъ э т о м ъ § с л ѣ д у е т ъ , ч т о д в а в з а и м -
с но п е р п е н д и к у л я р н ы е д і а м е т р ы AB и 

CD ( ч е р т . 1 2 3 ) , о б р а з у я п р и ц е н т р ѣ 
ч е т ы р е п р я м ы х * у г л а , р а з д ѣ л я ю т * 

R о к р у ж н о с т ь н а ч е т ы р е р а в н ы я ч а с т и 
АС, СВ, BD и AD. К а ж д а я и з ъ э т и х ъ 
ч а с т е й н а з ы в а е т с я ч е т в е р т ь ю о к р у ж -

Черт. 123. н о с т и или квадрантомь. 
G 9 0 . Т Е О Р Е М А . Центральные углы относятся между 

собою какъ соответствующая имъ дуги. 
П у с т ь б у д у т ъ АОВ и COD ( ч е р т . 1 2 4 ) 

д в а ц е н т р а л ь н ы х ъ у г л а ; т р е б у е т с я 
д о к а з а т ь , ч т о 

АОВ _ д у г . AB 
COD д у г . CD' 

Догма. Р а з с м о т р и м ъ д в а с л у ч а я . 

Черт. 1 2 4 . 
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Черт. т. 

1-й случай, к о г д а д у г и AB и CD с о -
и з м е р и м ы . П о л о ж и м ъ , ч т о о б щ а я м ѣ р а 
с о д е р ж и т с я m р а з ъ в ъ A B и п р а з ъ 

в ъ CD, т а к ъ ч т о — = - . Е с л и в о о б -
tv П 

р а з и м ъ р а д і у с ы ч р е з ъ в с ѣ т о ч к и д ѣ л е н і я 
д у г ъ AB и CD, т о у г л ы АОВ и COD 

р а з д е л я т с я с о о т в е т с т в е н н о н а тип р а в н ы х ъ ч а с т е й 

re оп\ АОВ m (& 8 9 ) , т а к ъ ч т о = с л е д . 

A OB AB. 
COD -CD 

' 2-й случай, к о г д а д у г и AB и CD ( ч е р т . І2 . ' і ) н е с о -
и з м е р и м ы . 

О т л о ж и м ъ н а д у г и AB ч а с т ь AE—CD, 
с о е д и н и м ъ т о ч к и Е и О , т а к ъ ч т о 
А АОЕ = A COD ( § 8 9 ) , и д о к а -

A ß 
ж е м ъ , ч т о о т н о ш е н і е — = н е м о ж е т ъ 

At, 
б ы т ь н и б о л ь ш е н и м е н ь ш е о т н о -

. АОВ 
Ш Е Н , Я Л m 

Черт. 42Ö. 

п АВИЛОВ т > 
П у с т ь -дЁ^дой- В м е с т о АЕ в о з ь м е м ъ б о л ь ш у ю 

, „ AB АОВ п 
д у г у Ах, т а к ъ ч т о б ы — — Р а з д ѣ л и в ъ д у г у AB 

н а т а к і я р а в н ы я ч а с т и , ч т о б ы к а ж д а я и з ъ н и х ъ б ы л а 
м е н ь ш е Е х , н а й д е м ъ н о к р а й н е й м ѣ р ѣ о д н у и з ъ т о ч е к ъ 
д е л е н і й м е ж д у Е и х. П у с т ь б у д е т ъ F т а к а я т о ч к а ; 
т о г д а д у г и AB и AF с о и з м е р и м ы , и е с л и с о е д и н и м ъ 
т о ч к и F и О, т о п о л у ч и м ъ , по д о к а з а н н о м у : 

AB _ АОВ 
A F ~ A OF' 

— 123 — 

Е с л и э т у п р о п о р ц і ю р а з д е л и м ъ н а д о п у щ е н н у ю н а м и 
п р о п о р ц і ю 

AB: _ АОВ 
Ах ~ АОЕ 

и с о к р а т и м ъ р а в н ы е ч л е н ы , т о н а й д е м ъ 
Ах _ АОЕ 
AF ~ 1ÖF' 

П о э т а п р о п о р ц і я н е в е р н а , п о т о м у ч т о о т н о ш ѳ н і в 
Ах я .АОЕ т, 
- - р б о л ь ш е , а о т н о ш е ш е A Q j p м е н ь ш е е д и н и ц ы . И з ъ 

. AB^ АОВ 
э т о г о з а к л ю ч а е м ъ , ч т о д о п у щ е н і е j > ^ у р п р и в о -
д и т ь к ъ н е в е р н о м у с л е д с т в і ю , и п о т о м у н е м о ж е т ъ 
б ы т ь с п р а в е д л и в о . 

Т а к и м ъ ж е о б р а з о м ъ м о ж н о д о к а з а т ь , ч т о д о п у щ е н і е 
AB АОВ 

• < AQE> п р и в о д и т ь к ъ п о д о б н о м у ж е н е с о о б р а з н о м у 

с л ѣ д с т в і ю , — с т о и т ь т о л ь к о , в м е с т о А Е , в з я т ь м е н ь ш у ю 
д у г у А у , и п о в т о р и т ь н р е д ъ и д у щ і я р а з с у ж д е н і я . И т а к ъ , 
в ъ с л у ч а е н е с о и з м е р и м о с т и р а в н о к а к ъ и в ъ с л у ч а е с о -
и з м е р и м о с т и , и м ѣ е м ъ : 

АОВ _ AB 
АОЕ ~ АЕ-

§ 9 1 . Н а п р е д л о ж е н і и п р е д ъ и д у щ а г о § о с н о в ы в а е т с я 
И з м ѣ р е н і е у г л о в ъ д у г а м и . 

В с я к у ю о к р у ж н о с т ь м ы в о о б р а ж а е м ъ р а з д е л е н н о й н а 
3 6 0 р а в н ы х ъ ч а с т е й , н а з ы в а е м ы х ъ градусами, к а ж д ы й 
г р а д у с ъ н а 6 0 ч а с т е й , н а з ы в а е м ы х ъ минутами, а к а ж -
д у ю м и н у т у н а 6 0 ч а с т е й , н а з ы в а е м ы х ъ секундами. (*) 
Т а к и м ъ о б р а з о м ъ в с я к а я о к р у ж н о с т ь с о д е р ж и т ъ 3 6 0 г р а -

( * ) Во Ф р а н ц і и у п о т р е б л я е т с я иногда д е л ѳ н і е о к р у ж н о с т и 
на 4 0 0 р а в н ы х ъ ч а с т е й н а з ы в а е м ы х ъ градами; г р а д ъ делится 
па 1 0 0 ыинутъ, а минута на 1 0 0 с е к у н д ъ . 

б 
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д у с о в ъ , и л и ЗСО. 6 0 — 2 1 6 0 0 м и н у т * , и л и 2 1 6 0 0 . 6 0 = 
1 2 9 6 0 0 0 с е к у н д ъ ; п о л о в и и а о к р у ж н о с т и — 1 8 0 г р а д у -
с о в ъ , и л и 1 8 0 . 6 0 = 4 0 8 0 0 м и н у т * , и л и 1 0 8 0 0 . 6 0 = 
6 4 8 0 0 0 с е к у н д ъ ; ч е т в е р т ь о к р у ж н о с т и , и л и к в а д р а н т ъ — 
9 0 г р а д у с о в * , и л и 9 0 . 6 0 = 5 4 0 0 м и п у т ъ , или 5 4 . 0 0 . 6 0 = 
3 2 4 0 0 0 с е к у н д ъ . 

Г р а д у с ъ о б о з н а ч а е т с я з н а к о м ъ м и н у т а з н а к о м ъ 
а с е к у н д а з н а к о м ъ " ; т а к ъ н а п р . 5 7 ° 1 7 ' 4 4 " , 8 о з н а ч а е т * 
д у г у к р у г а , с о д е р ж а щ у ю 5 7 г р а д у с о в ъ , 1 7 м и и у т ъ и 
4 4 , 8 с е к у н д ъ . ( * ) 

Е с л и в о о б р а з и м ъ р а д і у с ы к о в с ѣ м ъ 3 6 0 т о ч к а м ъ , 
к о т о р ы я д ѣ л я т ъ о к р у ж н о с т ь н а г р а д у с ы , т о о к о л о ц е н т р а 
о б р а з у ю т с я 3 6 0 р а в н ы х * у г л о в ъ , н а з ы в а е м ы х ъ угловыми 
градусами; к а ж д ы й у г л о в о й г р а д у с ъ д ѣ л и т с я н а 6 0 р а в -
н ы х ъ ч а с т е й , н а з ы в а е м ы х ъ угловыми минутами, к а ж д а я 
ж е у г л о в а я м и н у т а н а 6 0 ч а с т е й , н а з ы в а е м ы х ъ угло-
выми секундами. 

О ч е в и д н о , ч т о в с я к і й п р я м о й у г о л ъ с о д е р ж и т ъ 9 0 
у г л о в ы х ъ г р а д у с о в ъ , и т а к ъ к а к ъ п р я м о й у г о л ъ и м ѣ е т ъ 
п о с т о я н н у ю в е л и ч и н у , т о и у г л о в о й г р а д у с ъ е с т ь п о -
с т о я н н а я в е л и ч и н а . В ъ э т о м ъ з а к л ю ч а е т с я с у щ е с т в е н н о е 
р а з л и ч і е у г л о в а г о г р а д у с а о т ъ д у г о в а г о ; д у г о в о й г р а д у с ъ 
з а в и с и т ъ о т ъ в е л и ч и н ы с а м о й о к р у ж н о с т и , т . е . о т ъ 
р а д і у е а е я , м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ у г л о в о й г р а д у с ъ и м ѣ е т ъ 
о п р е д ѣ л е н н у ю в е л и ч и н у . В с л ѣ д с т в і е э т о г о в е л и ч и н у у г л о -
в а г о г р а д у с а п р и н и м а ю т ъ з а е д и н и ц у п р и и з м ѣ р е н і и 
у г л о в ъ 

Г ) Дѣ . іеніе окружности на 3 6 0 р а в н ы х ъ ч а с т е й нринадлежнтъ 
в е с ь м а д р е в н е м у времени, но нодраздѣлепіе г р а д у с а на 60 ми-
н у т ь , а минуты на 60 с е к у н д ъ , мы в с т р ѣ ч а е м ъ в ъ первый р а з ъ 
только у Г р е ч е с к и х ъ Астроиомовъ. Число 3 6 0 , р а в н о е 2 . 2 . 2 . 3 . 3 . 5 , 
н р е д с т а в л я е т ъ , в с л ѣ д с т в і е большаго числа с в о и х ъ дѣлителей, 
много у д о б с т в ъ в ъ практическомъ отноиіенін ; оно Д-ІІ.ІИТСЯ на 
ц-Ьло на 22 ЦІ ІЛЫЯ числа . 
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л. 
Че, 

АО В AB 

П у с т ь б у д е т ъ LM ( ч е р т . 1 2 6 ) г р а д у с ъ 
д у г и , т . е . 3 6 0 ч а с т ь о к р у ж н о с т и и 
LOM у г л о в о й г р а д у с ъ . Е с л и п о л о ж и м ъ , 
ч т о д у г а A B с о д е р ж и т ъ m " , о з н а ч а я 
ч р е з - , m к а к о е - н и б у д ь ч и с л о ц ѣ л о е или 

Ч е р т -126. д р о о н о е , т о AB = т. LM. Н о , по § 9 0 : 

—ry TTr = w"> 1 1 т а к ъ к а к ъ У г о л ъ LOM п р и м и -

J j Ulli JJIrl 

м а е т с я з а е д и н и ц у , т о АО В = т. Э т о з н а ч и т ъ , ч т о 
всякій центральный уголъ содержитъ столько угловыхъ 
сдиницъ, сколько соответствующая ему дуга содержитъ 
дуговыхъ сдиницъ. Э т о п р е д л о ж е н і е в ы р а ж а е т с я и т а к ъ : 
центральный уголъ измеряется соответственною дугою 
и л и уголъ раогі.л своей дуге. У п о т р е б л я я т о и л и д р у г о е 
в ы р а ж е н і е , н у ж н о п о м н и т ь , ч т о и м и в ы с к а з ы в а е т с я т о л ь -
ко т о , ч т о о т в л е ч е н н ы й ч и с л а , в ы р а ж а ю щ і я о т н о ш е н і я 
ц е н т р а л ь н а г о у г л а к ъ е г о е д и н и ц ѣ и с о о т в ѣ т с т в е п н о й 
д у г и к ъ е я е л и н и ц ѣ , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

И з ъ с к а з а н н а г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о п р я м о й у г о л ъ и з м ѣ -
р я е т с я ч е т в е р т ь ю о к р у ж н о с т и . 

§ 9 2 . Д л я и з м ѣ р е н і я ѵ г л о в ъ , н а ч е р ч е н н ы х ъ н а б у м а -
г ѣ , у п о т р е б л я е т с я с н а р я д ъ 

M ( ч е р т . 1 2 7 ) н а з ы в а е м ы й 
трип сп орт up ом ъ, н р е д с т а -
и л ш о щ и м ъ п о л у к р у г * , р а з -
д е л е н н ы й н а г р а д у с ы , д ѣ -

І А л е н і я н у м е р о в а н ы к а к ъ по 
Черт. -127. н а п р а в л е н н о A N В , т а к ъ и 

по н а п р а в л е н н о B M A . Д л я и з м ѣ р е н і я к а к о г о н и б у д ь у г л а 
А О М , н а к л а д ы в а ю т * н а н е г о т р а н с п о р т и р * т а к ъ , ч т о б ы 
ц е н т р ъ е г о О с о в п а л * с ъ в е р ш и н о ю a д і а м е т р ъ AB с ъ 
о д н о й и37» с т о р о н ъ у г л а . О т м ѣ т и в ъ з а т ѣ м ъ т о ч к у M , в ъ 
к о т о р о й д р у г а я с т о р о н а у г л а п е р е с ѣ к а е т ъ т р а н с п о р т н р ъ , 
о т с ч и т ы в а ю т * ч и с л о г р а д у с о в ъ м е ж д у т о ч к а м и .1 и N. 

Ü* 
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Черт. lüfi. 

Д л я и з м ѣ р е н і я у г л о в ъ н а п о в е р х н о с т и з е м л и у п о т р е -
б л я е т с я п р и б о р ъ ( ч е р т . 1 2 8 ) н а з ы -
в а е м ы й Астроллбіей. О н а с о с т о и т ъ 
и з ъ к р у г а ACBD, р а з д ѣ л е н н а г о н а 
г р а д у с ы , к о т о р ы й у с т а н а в л и в а е т с я 
в ъ г о р и з о н т а л ь н о м * п о л о ж е н і и н а 
т р е х * н о ж к а х * L, M и N К а ж д ы й 
и з ъ к о н ц о в * д і а м е т р а CD с н а б ж е н * 
п р о д о л ь н ы м * г і р о р ѣ з о м ъ , в ъ к о т о -
р о м ъ н а т я н у т а т о н к а я н и т ь . К ъ ц е н -
т р у к р у г а п р и к р ѣ п л е н а л и н е й к а A B , 

с в о б о д н о в р а щ а ю щ а я с я по к р у г у о к о л о е г о ц е н т р а и 
т а к ж е с н а б ж е н н а я п а к о н ц а х * п р о д о л ь н ы м и п р о р ѣ з а м и с * 
н а т я н у т ы м и н и т я м и ; э т а л и н е й к а н а з ы в а е т с я алидадою.(?) 

Ч т о б ы н з м ѣ р и т ь п о м о щ і ю а с т р о л я б і и к а к о й н и б у д ь 
у г о л ъ у с т а н а в л и в а ю т ъ а с т р о л я б і ю т а к ъ , ч т о б ы ц е н т р ъ 
к р у г а с о в п а л ъ с ъ в е р ш и н о ю у г л а и д і а м е т р ъ CD с ъ о д -
н о й и з ъ с т о р о н ъ е г о ; с о в п а д е т е д і а м е т р а CD с ъ с т о -
р о н о ю у г л а п р о и з в о д и т с я т ѣ м ъ , ч т о к р у г ъ у с т а н а в л и -
в а е т с я т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о б ы н и т и и а т я н у т ы я в ъ т о ч -
к а х ъ С и D H к а к а я - н и б у д ь т о ч к а р а з с м а т р и в а е м о й с т о -
р о н ы б ы л и в и д и м ы по о д н о й п р я м о й л и н і и . Н а п р а в и в ъ 
з а т ѣ м ъ а л и д а д у A B по д р у г о й с т о р о н ѣ у г л а , о т с ч и т ы -
в а ю т * по к р у г у ч и с л о г р а д у с о в * м е ж д у т о ч к а м и А и С. 

S 9 3 . Т Е О Р Е М А . ВСЛКШ описанный уголъ равенъ поло-
вине центральною угла, опирающагосл 
на ту же дугу. 

П р и д о к а з а т е л ь с т в е э т о й т е о р е м ы 
р а з л и ч а е м ! , 3 с л у ч а я . 

1-й случай: П о л о ж и м ъ , ч т о в п и с а н -
н ы й у г о л ъ A B C ( ч е р т . 1 2 9 ) с о с т а -

в л е н * и з ъ д і а м е т р а А / J и х о р д ы ВС; 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о АВС=~. - ^ 

О На к р у г е обыкновенно п о м е щ а е т с я е щ е кроме того бусола. 
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Доказ. І І о § 4 . 0 с л е д с т в . 1 и м ѣ е м ъ АОС=ОВС-Л-ОСВ\ 
н о т а к ъ к а к ъ в ъ т р и у г о л ь н и к е ОВС с т о р о н ы OB и ОС, 
к а к ъ р а д і у с ы , р а в н ы , т о ОСВ = ОВС ( § 1 6 ) ; с л е д о в . 

АО С 
А0С—20ВС, или АВС=- 2 

Черт. 1 3 0 . 

COD 

и С BD = ; 

ABD + CBD — 

П о л о ж и м ъ , ч т о в п и с а н н ы й у г о л ъ А V C 
( ч е р т . 1 3 0 ) с о с т а в л е н ъ и з ъ д в у х ъ х о р д ъ 
АН и ВС, м е ж д у к о т о р ы м и н а х о д и т с я 
ц е н т р ъ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

лвс'=і§£ , 

Доказ. П р о в е д я д і а м е т р ъ BOD, н а -
AOD 

х о д и м ъ , н о п р е д ъ и д у щ е м у : ABD-—^-

с к л а д ы в а я э т и 

A OD -+- COD 

р а в е н с т в а , н а х о д и м * 

АОС 

2 ' и л и A B C = 

Черт . 1 3 1 . 

3-й случай: П о л о ж и м * , ч т о в п и с а н н ы й у г о л * A B C 
( ч е р т . 1 3 1 ) с о с т а в л е н ъ и з ъ д в у х ъ 
х о р д ъ AB и ВС, м е ж д у к о т о р ы м и 
н е с о д е р ж и т с я ц е н т р ъ О; т р е б у е т с я 

_ _ АОС 
д о к а з а т ь , ч т о A B C _ 

Доказ. П р о в е д я , д і а м е т р ъ DOB, 

н а х о д и м ъ , п о п р е д ъ и д у щ е м у : D B C - - F VIDBA=—^ ; 

в ы ч и т а я в т о р о е р а в е н с т в о и з * п е р в а г о , н а х о д и м ъ 
DOC — DOA . 1{Г __ -40С 

ВВС —DBA = .У »•'» А В С - " Х -

И т а к ъ , п р и в с ѣ х ъ в о з м о ж н ы х * п о л о ж е н і я х * в п и с а н -
н ы й у г о л ъ р а в е н ъ п о л о в и н е ц е н т р а л ь н о г о у г л а , о п и -
р а ю щ а я с я н а т у ж е д у г у . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н и я с л е д у е т ъ : 
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О ВсякГй вписанный уголъ и з м е р я е т с я половиной ду 
гн заключающейся между его сторонами. 

2 ) В п и с а н н ы е у г л ы , о п и р а ю щ і е с я н а о д н у и т у ж е 
л у г у , р а в н ы м е я с д у с о б о ю . 

3 ) В п и с а н н ы й у г о л ъ , о п н р а ю щ і й с я н а д і а м е т р ъ , б у -
Д е г ъ п р я м о й , п о т о м у ч т о и з м ѣ р я е т с я п о л о в и н о ю п о л у -
о к р у ж н о с т и т . е . ч е т в е р т ь ю о к р у ж н о с т и . 

%М. Т Е О Р Е М А . Уголь, составленный касательной 
и хордою, измеряется половиной душ, заключающейся 
между этими линіями. 

П о л о ж и м ъ , ч т о у г о л ъ D C / ? ( ч е р т . 1 3 2 ) 
с о с т а в л е н ъ и з ъ к а с а т е л ь н о й АСВ и 
х о р д ы CD; т р е б у е т ъ д о к а з а т ь , ч т о 
у г о л ъ DCB и з м е р я е т с я п о л о в и н о й 
д у г и Dl-С. 

Доказ. П р о в е д я х о р д у DE п а р а л -
•іорт. и 2 . л е л ь и о к а с а т е л ь н о й A B , з а м ѣ т и м ъ ч т о 

J v r Г г г ^ й Р 7 " е П Ъ У Г Л У E D C ( S 3 5 ) ' " И Д У Г а Л С Р » н а 
д у г ! : СЕ ( § 8 7 ) ; н о у г о л ъ EDC и з м ѣ р я е т с я п о л о в и н о й д у -
г и ЕС, и л и п о л о в и н о й д у г и DC, с л ѣ д о в . и у г о л ъ DCB 
и з м е р я е т с я п о л о в и н о й д у г и JDC. 

О ч е в и д н о , ч т о у г о л ъ ACD, с о с т а в л е н н ы й х о р д о ю CD 
И к а с а т е л ь н о й CA, р а в н я я с ь с у м м ѣ у г л о в ъ А С Е и E C D 
и з м ѣ р я е т с я п о л у с у м м о ю д у г ъ С Е и EGD т . е . н о т о в и -
н о й д у г и EGD, з а к л ю ч а ю щ е й с я м е ж д у е г о с т о р о н а м и . 

§ 9 5 , Т Е О Р Е М А . Уголъ, которого вершина находится 
внутри круга, измеряется полусуммою 
дг/гь, заключающихся между его сто-
ронами и ихъ продолжениями. 

П о л о ж и м ъ , ч т о АСВ ( ч е р т . 1 3 3 ) е с т ь 
у г о л ъ , к о т о р а г о в е р ш и м а н а х о д и т с я в н у -
т р и к р у г а , а СЕ и CD с у т ь п р о д о л ж е н і я 
с т о р о н ъ е г о ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

Черт. 1 3 3 . д г Ь р а A C ß A B - + - D E 

2 

Доказ. С о е д и н и в ъ т о ч к и А и 1 ) , н а х о д и м ъ . / І А С ^ 
A d C + L DAC к% 4 0 с л е д . 1 ) . Н о у г о л ъ ADB и з м ѣ -
„ я е т с я п о л о в и н о й д у г и AB ( § 9 3 с л ѣ д . 1 ) , а у г о л ъ DAE -
Г о л о в и н о й д у г и DE; с л е д . у г о л ъ АСВ и з м е р я е т с я п о л у -

Т і Г о р " " : . r L , «отораго вершина находите* 
J круга, измеряется полуразностью дугъ, заключаю-
щихся между ею сторонами. п в п 1 < 1 Я Я , у г л а 

П о л о ж и м ъ , ч т о в е р ш и н а у і л а 
С АСВ ( ч е р т . 1 3 4 ) н а х о д и т с я в н е 

к р у г а ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о м ѣ -
'* AB - DE 

p a у г л а АСВ е с т ь ^ • 

Доказ. С о е д и н и в ъ т о ч к и А и Я , 
н а х о д и м ъ : АСВ = ЛЕВ - CAE 

4 0 с л ѣ д с т в . 1 ) ; н о у г о л ъ ЛЕВ и з м е р я е т с я п о д о е н -
н о й д у г и AB, а у г о л ъ C A E — п о л о в и н о и д у г и 
( § 9 3 с л ѣ д с т в . О ; с л ѣ д о в . у г о л ъ АСВ и з м е р я е т с я п о л у р а з -

н о с т ы о д у г ъ А і і и D E . 
В 9 7 Т Е О Р Е М А . Описанный уголъ измеряется полу 

разностью дугъ, заключающихся между его сторонами 
П о л о ж и м ъ , ЧТО Л И Ш И C A и LIS 

( ч е р т . 1 3 5 ) с у т ь к а с а т е л ь н ы й к ъ к р у -
г у т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о м ѣ р а 

ЛЕВ - ADB 
у г л а АСВ е с т ь g 

Доказ. С о е д и н и в ъ т о ч к и А и В, 
\ н а х о д и м ъ : АСВ = ABF - CAB; н о 

у г о л ъ ABF и з м е р я е т с я п о л о в и н о и д у -
г и АЕВ и у г о л ъ CAB п о л о в и н о й д у -

г и ADB; с л ѣ д о в . у г о л ъ АСВ и з м е р я е т с я п о л у р а з п о с т ь ю 

Д У И з ъ Г о г о п р е д л о ж е н і я с л е д у е т ъ , ч т о о п и с а н н ы е у г л ы , 
с о д е р ж а щ е е р а в н ы я д у г и , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 



Пропорціональныя линіи въ круг* 

П у с т ь б у д е т ъ AB (черт. 136) д і а . 
м е т р ъ и C D п е р п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н -
н ы й н а н е г о и з ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к и 

окружности; требуется доказать, что 

= т AD __ АС 
Черт. 1 3 6 . DC D B АС ~ AB' 

Доказ. С о е д и н и в ъ т о ч к и С и В „ з а м ѣ т и в ъ , ч т о Л С ' й 

DC DB " AC AB 

круга, ") TE0PEMA- ДйѢ ™Vàu, пересѣкающіяся внутри 
делятся па чаши обратно пропорцінальньГ' 

П о л о ж и м ъ , ч т о х о р д ы АЕ К DB 
( ч е р т . 1 3 7 ) п е р е с ѣ к а ю т е я в ъ т о ч к ѣ С; 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
вс~сГ' 

Д о / с я з . П р о в е д я х о р д ы A ß и B E 
Черт. 237. з а м ѣ т и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и 4CD И 

( S J 3 ^ ^ И з * п о д о б і я ж е т р и у г о л ь н и к о в ъ 
с л ѣ д у е т ъ : . 

н о в ^ Г о В д Ъ и м ъ П : Р О И З В е Д е Н І е " И ~ ч л е " 

4С. СЕ = CD. ВС. 
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О ч е в и д н о , ч т о в с я к а я д р у г а я х о р д а LM, п р о х о д я щ а я 
ч р е з ъ т о ч к у С, д ѣ л и т с я н а д в а о т р ѣ з к а LC и СМ, к о -
т о р ы х ъ п р о и з в е д е т е L C . СМ т а к ж е р а в н я е т с я п р о и з в е -
д е н і ю А С . С Е . Э т о з н а ч и т ъ , ч т о в с ѣ х о р д ы , п р о х о д я -
щ і я ч р е з ъ одну и т у ж е в н у т р е н н ю ю т о ч к у , д ѣ л я т с я в ъ 
э т о й т о ч к ѣ т а к ъ , ч т о п р о и з в е д е н і я о т р ѣ з к о в ъ к а ж д о й 
х о р д ы е с т ь в е л и ч и н а п о с т о я н н а я . 

§ 1 0 0 . Т Е О Р Е М А . ДОѢ сѣкущіл, проведенпыл отъ точ-
ки лежащей ешь окружности, обратно пропорцюналыіы 
ихъ снѣшигімъ частямъ. 

с П о л о ж и м ъ , ч т о и з ъ т о ч к и С п р о в е -
д е н ы с ѣ к у щ і я CA и СВ ( ч е р т . 1 3 8 ) ; т р е -

АС СЕ 
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о — • 

JSL СХ» 
Доказ. П р о в е д я х о р д ы АЕ и DB, з а -

м ѣ т и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и АСЕ и BCD 
п о д о б н ы , п о т о м у ч т о и м ѣ ю т ъ о б щ і й 

Черт. 138. у г о л ъ С и , к р о м ѣ т о г о , ( § 9 3 с л ѣ д . 2 ) 
Z . DAE = Z . DBE. И з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ с л ѣ -

АС CE 

С о с т а в и в ъ п р о и з в е д е т е с р е д н и х ъ и к р а й н и х ъ ч л е -
н о в ъ , н а х о д и м ъ : 

AC. CD = ВС. СЕ. 

О ч е в и д н о , ч т о в с я к а я д р у г а я с ѣ к у щ а я СМ, п р о в е д е н -
н а я о т ъ т о й ж е т о ч к и С, д а е т ъ т а к ж е MC. LC=zAC. CD. 
Э т о з н а ч и т ъ , ч т о в с ѣ с ѣ к у щ і я , п р о х о д я щ і я ч р е з ъ о д н у 
и т у ж е в н ѣ ш н ю ю т о ч к у , д ѣ л я т с я о к р у ж н о с т ь ю т а к ъ , ч т о 
п р о и з в е д е т е к а ж д о й с ѣ к у щ е й на в н ѣ ш ш о ю е я ч а с т ь , 
е с т ь в е л и ч и н а п о с т о я н н а я . 

§ 1 0 1 . Т Е О Р Е М А . Касательная есть средняя пропор-
циональна я между осе/о секущею и внешнею частію ея, 
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Черт. 139. 

П о л о ж и м ъ , ч т о и з ъ т о ч к и С ( ч е р т . 139) 
п р о в е д е н ы : к а с а т е л ь н а я С М и с ѣ к у щ а я 
г . АС СМ 
C A ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 7 ^ , = тгг . • 

СЯ1 LB 
Доказ. П р о в е д я х о р д ы A M и ВМ, 

з а м ѣ т и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и АС M и 
ВСМ и м ѣ ю т ъ о б щ і й у г о л ъ С, и ч т о у г -

ВМ л ы ВАМ и ВМС, и м ѣ ю щ і е о д н у и т у ж е м ѣ р у — (§ 9 4 ) , 
Л 

р а в н ы ; с л ѣ д о в . э т и т р и у г о л ь н и к и п о д о б н ы , и п о т о м у 
АС_ _ СМ 
СМ ~ с в ' 

С о с т а в и в ъ п р о и з в е д е т е к р а й н и х ъ и с р е д н и х ъ ч л е -
н о в ъ , н а х о д и м ъ : АС. СИ = СМ1. И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
в с ѣ с ѣ к у щ і я , п р о х о д я щ і я ч р е з ъ о д н у и т у ж е в п ѣ ш ш о ю 
т о ч к у , д ѣ л я т с я ' ^ о к р у ж н о с т ь ю т а к ъ , ч т о п р о и з в е д е т е к а ж -
д о й с ѣ к у щ е й н а в н ѣ ш ш о ю е я ч а с т ь р а в н я е т с я к в а д р а т у 
к а с а т е л ь н о й , п р о в е д е н н о й и з ъ т о й ж е т о ч к и . 

§ 1 0 2 . З А Д А Ч А . Разделить липію AB ( ч е р т . 1 4 . 0 ) въ 
крайнем и среднем отношеніи. 

Ріыиеніе. Р а з д ѣ л и т ь л н н і ю в ъ к р а й -
yD н е м ъ и с р е д н е м ъ о т н о ш е н і и , з н а ч и т ъ 

р а з д ѣ л и т ь е е н а т а к і я д в ѣ ч а с т и , 
ч т о б ы б б л ь ш а я ч а с т ь б ы л а с р е д н е ю 
п р о п о р ц і о н а л ы і о ю м е ж д у в с е ю л и и і е ю 
и м е н ь ш е ю ч а с т ь ю . ( * ) 

(*) Раздѣленіе линіи на д в ѣ ч а с т и , изъ к о т о р ы х ъ большая 
ч а с т ь е с т ь средняя пропорціональныя между в с е ю линіею и 
м е н ь ш е ю ч а с т ь ю , н а з в а н о Эвилндомъ: дѣлеиіемв os крайнемв и 
среднемв отношетн. Это дѣлепіе н а з ы в а е т с я также s e c l i o divina 
а иногда и s e c l i o aurea ; поводомъ къ первому н а з в а н і ю по-
служила, в ѣ р о я т н о , замечательная книга монаха I .uca Paciol i , 
н о д ъ эаглавіемъ: Divina p r o p o r t i o n e . . . (1509) . 
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В о з с т а в л я я в ъ т о ч к ѣ В п е р п е н д и к у л я р ъ к ъ л и н і и AB, 
AB 

о т л о ж и м ъ н а н е м ъ ч а с т ь OB = - у , и и з ъ т о ч к и О о п и -

ш е м ъ к р у г ъ р а д і у с о м ъ р а в н ы м ъ OB. С о е д и н и в ъ з а -
т ѣ м ъ - ц е н т р ъ к р у г а с ъ т о ч к о ю А, о т л о ж и м ъ н а л и н і и 
AB ч а с т ь А С г г А Е ; т о г д а л и н і я AB р а з д ѣ л и т с я в ъ т о ч -
к ѣ " С в ъ к р а й н е м ъ и с р е д н е м ъ о т н о ш е н і и . В ъ с а м о м ъ 

„ AD AB 
д ѣ л ѣ , по п р е д ъ и д у т ц е м у = - j p и о т с ю д а н а х о д и м ъ : 

_ П о т а к ъ к а к ъ AD-AB~AE=AC 
AB ~ АЕ 

и AB—АЕ = С В т о : 
АС =СВ 
AB АС 

Е с л и ж е г і е р е с т а в и м ъ к р а й н і е и с р е д н і е ч л е н ы , т о 
н о л у ч и м ъ : 

AB __ АС 
АС" СВ 

В п и с а н н ы е и о п и с а н н ы е м н о г о у г о л ь н и к и . 

§ 103. М н о г о у г о л ы і и к ъ н а з ы в а е т с я вписапнымъ въ 
кругъ. к о г д а в с ѣ у г л ы е г о 
с у т ь у г л ы в п и с а н н ы е ( § 8 8 ) , 
( ч е р т . 1 4 . 1 ) , и описаннымъ 
около круга, — к о г д а в с ѣ 
у г л ы е г о с у т ь у г л ы о п и с а н -

Черт. 141. Черт. ш Г « ы е ( § 8 8 ) ( ч е р т . 1 4 . 2 ) . 

К р у г ъ , в ъ к о т о р о м ъ в п и с а н ъ м н о г о у г о л ь н и к ъ , н а з ы в а е т с я 
описаннымъ кругомъ ( ч е р т . 141) , а к р у г ъ , о к о л о к о т о р а г о 
о п и с а н ъ м н о г о у г о л ы ш к ъ — в п и с а п н ы м ъ кругомъ ( ч е р . 142) . 

О ч е в и д н о , ч т о с т о р о н ы о п и с а н н о г о м н о г о у г о л ь н и к а 
с у т ь к а с а т е л ь н ы я к ъ о к р у ж н о с т и . 

§ 1 0 4 . Т Е О Р Е М А . Около всякого триугольника можно 
описать кругъ. 



— 0 2 — 

Доказ. Р а з д ѣ л и в ъ д в ѣ с т о р о н ы AK и ВС 
( ч е р т . 1 4 3 ) т р и у г о л ь н и к а A B C п о п о л а м ъ , 
в о з с т а в и м ъ в ъ с р е д и и ѣ и х ъ L и M п е р -
п е н д и к у л я р ы , и о т ъ т о ч к и п е р е с ѣ ч е н і я 

_ и х ъ О п р о в е д е м ъ п р я м ы я OA, OB и ОС; 
Черт. из. п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и AOL и BOL 

и м ѣ ю т ъ о б щ і й к а т е т ъ OL и , по п о с т р о е н і ю , AL = LB, 
с л ѣ д о в . о н и р а в н ы ( § 2 3 ) , и п о т о м у АО - OB; т а к ж е 
п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и В ОМ и СОМ, и м ѣ ю щ і е о б -
щ і й к а т е т ъ ОМ и ВМ=МС, р а в н ы ; и п о т о м у ВО-ОС. 
И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о о к р у ж н о с т ь , о п и с а н н а я и з ъ 
т о ч к и О р а д і у с о м ъ OA, п р о й д е т ъ ч р е з ъ в с ѣ т р и в е р -
ш и н ы т р и у г о л ь н и к а A B C . 

И т а к ъ ц е н т р ъ к р у г а , о п и с а н н а г о около т р и у г о л ь н и к а , 
н а х о д и т с я в ъ т о ч к ѣ п е р е с ѣ ч е н і я п е р п е н д и к у л я р о в ъ , в о з -
с т а в л е н п ы х ъ в ъ с р е д и н ѣ д в у х ъ с т о р о н ъ е г о . 

О ч е в и д н о , ч т о около т р и у г о л ы ш к а м о ж н о о п и с а т ь 
т о л ь к о о д н у о к р у ж н о с т ь , п о т о м у ч т о ц е н т р ъ о п и с а н н о й 
о к р у ж н о с т и д о л ж е н ъ н а х о д и т ь с я в ъ т о ч к ѣ п е р е с ѣ ч е н і я 
п е р п е н д и к у л я р о в ъ LO и МО. 

С о е д и и и в ъ т о ч к у О ( ч е р т . 14-3) с ъ с р е д и н о ю N с т о -
р о н ы АС, н а х о д и м ъ , что т р и у г о л ь н и к и AON и CON, и м ѣ -
юіціе о б щ у ю с т о р о н у ON, к р о м ѣ т о г о , 4 І Ѵ = NC, и по 
д о к а з а н н о м у , АО = ОС, р а в н ы ( § 2 0 ) , с л ѣ д . Z AN О -
Z CNO, т . е . линія ON п е р п е н д и к у л я р н а к ъ АС. И з ъ э т о -
г о с л ѣ д у е т ъ , что п е р п е н д и к у л я р ъ , в о з с т а в л е н н ы й , к ъ с р е -
д и н ѣ с т о р о н ы А С , п р о х о д и т ъ ч р е з ъ т о ч к у О ; с л ѣ д о в . 
всіь три перпендикуляра возставле/шые изъ средины трехъ 
сторонъ триугольника, сходится въ одну точку. 

Полоя.-имъ, ч т о О е с т ь ц е н т р ъ к р у г а , 
о п и с а н н а г о около т р и у г о л ы ш к а A B C 
( ч е р т . 1 4 4 ) ; п р о в е д е м ъ д і а м е т р ъ BD и 

V лииію BE п е р п е н д и к у л я р н о к ъ с т о р о -
- a п ѣ А С ' и а к о н е Ч ' ь с о е д и н и м ъ т о ч к и D и С . 
Ш . У г о л ъ BCD, о п и р а ю щ і й с я на д і а м е т р ъ 
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BD, е с т ь прямой, к р о м ѣ т о г о , у г л ы ВАЕ И BDC, 
о п и р а ю і ц і е с я н а о д н у и] т у ж е д у г у ВС, р а в н ы ( § 9 3 
с л ѣ д с т . 2 ) , с л ѣ д о в п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и A B E и 

AB BE _ 
DBC п о д о б н ы , и п о т о м у — О з н а ч и м ъ р а д і у с ъ 

о п и с а н н а г о к р у г а ч р е з ъ В, т а к ъ ч т о BD = 2 В , и п о л о -
ж и м ъ ВС — а, AB — с, н а к о н е ц ъ п у с т ь б у д е т ъ в ы с о т а 
B E т р и у г о л ы ш к а h , т о г д а п р е д ъ и д у щ а я п р о п о р ц і я п р и -

с h „ _ « с . „. „ 
н и м а е т ъ в и д ъ : ^ = - , и о т с ю д а Л — ' -

р а д і у с ъ к р у г а , о п и с а н н а г о около т р и у г о л ь н и к а , р а в е н ъ 
п р о п з в е д е н і ю д в у х ъ с т о р о н ъ т р и у г о л ь н и к а , д ѣ л е і ш о м у 
н а д в о і і н у ю в ы с о т у е г о . 

§ 1 0 5 . Т Е о РЕ л. Во всякііі триугольникъ можно впи-
сать кругъ. 

Доказ. Р а з д ѣ л и в ъ д в а у г л а А и В т р и у г о л ь н и к а ABC 
( ч е р т . 14 .5 ) линіями АО и ВО п о 
п о л а м ъ , о п у е к а е л ъ и з ъ т о ч к и и х ъ п е -
р е с ѣ ч е н і я О п е р п е н д и к у л я р ы OL, 
ОМ и ON н а с т о р о н ы т р и у г о л ь н и к а . 
П р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и AON и 
AOL и м ѣ ю т ъ о б щ у ю г и п о т е н у з у , и 
по п о с т р о е н і ю : /L LAO =: /LNAO, 

ч С с л ѣ д о в . о н и р а в н ы ( § 2 4 ) , и п о т о м у 
ON = OL. Т а к ж е п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и LOB и 
MOB, и м ѣ ю і ц і е о б щ у ю г и п о т е н у з у OB и Z.LBO=/LMBO 
р а в н ы , и п о т о м у 1.0 = ОМ. И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
о к р у ж н о с т ь , о п и с а н н а я и з ъ т о ч к и О р а д і у с о м ъ OL, б у -
д е т ъ к а с а т ь с я в с ѣ х ъ т р е х ъ с т о р о н ъ т р и у г о л ь н и к а . 

И т а к ъ ц е н т р ъ к р у г а , в п и с а н н а г о в ъ т р и у г о л ь н и к ъ , 
н а х о д и т с я в ъ т о ч к ѣ п е р е с ѣ ч е н і я л и н і й , д ѣ л я щ н х ъ д в а 
у г л а т р и у г о л ь н и к а п о п о л а м ъ . 

Е с л и с о е д и н и м ъ т о ч к у О с ъ т р е т ь е г о в е р ш и н о ю С, т о 
п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и NOC и МОС, и м ѣ ю щ і е 
о б щ у ю г и п о т е н у з у ОС, и , по д о к а з а н н о м у , ON = ОМ, 
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б у д у т ъ р а в н ы ( § 2 5 ) ; с л ѣ д о в . /LNCQ — Z.MCO. И з ъ 
э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о л и н і я , д ѣ л я щ а я т р е т і й у г о л ъ т р и -
у г о л ь н и к а п о п о л а м ъ , п р о х о д и т ъ ч р е з ъ т о ч к у О, т а к ъ 
ч т о всіь три линіи, дѣлпщія три угла триугольника 
пополамъ, сходятся, въ одну точку. 

§ 1 0 6 . Т Е О Р Е М А . ВО всякомъ вписанномъ четыреуголь-
пшсѣ сумма противуположныхъ сю угловъ равна двумъ 
прлмымъ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о A II CD ( ч е р т . 1 4 - 6 ) е с т ь 
в п и с а н н ы й ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ ; т р е б у е т с я 
д о к а з а т ь , ч т о Z DAK - i - Z . DCB = 2 d . 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ у г о л ъ DAB и з м ѣ -
р л е т с я п о л о в и н о й д у г и DCB ( § 9 3 
с л ѣ д . 1 ) , а у г о л ъ — D C B п о л о в и н о й д у -

Чорт. iifj. г и DAB, т о с у м м а у г л о в ъ DA И и DC И 
и з м е р я е т с я п о л у с у м м о ю д у г ъ DAB и DC В, т . е . п о л у -
о к р у ж н о с т ь ю , а п о л у о к р у ж н о с т ь е с т ь м ѣ р а д в у х ъ п р я -
м ы х ъ у г л о в ъ . 

Обратная теорема. Около всякого четыреугольникч 
ABCD (черт. 146J, въ которомъ сумма противуполож-
ныхъ угловъ равна двумъ прлмымъ уг.іа.иъ, можно опи-
сать окружность. 

Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о Z . DAB - + - Z . DCB = 2d. П р о -
в е д е м ъ о к р у ж н о с т ь ч р е з ъ т р и т о ч к и D, А и В; э т а 
о к р у ж н о с т ь п р о й д е т ъ н е о б х о д и м о и ч р е з ъ т о ч к у С, п о -
т о м у ч т о , е с л и б ы т о ч к а С л е ж а л а в н у т р и э т о г о " " к р у г а , 
т о с у м м а у г л о в ъ А и С б ы л а б ы б о л ѣ е 2d, ч т о п р о т и в н о 
п о л о ж е н н о ; е с л и ж е т о ч к а С л е ж а л а б ы в н ѣ э т о г о к р у г а , т о 
с у м м а у г л о в ъ А и С б ы л а б ы м е н ѣ е 2d, ч т о т а к ж е п р о -
т и в н о п о л о ж е н і ю . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і ц с л ѣ д у с т ъ , ч т о о к о л о в с я к а г о 
п р я м о у г о л ь н и к а м о ж н о о п и с а т ь к р у г ъ . 

§ І 0 7 . Т Е О Р Е М А . Во всякомъ вписанномъ четырецюль-
никіь произведете діаіоиалеіі равно еум.шь произведенііі 
противуположиылъ сторонъ. 

Черт . 1 + 7 . — 

н о п о с т р о е н и е , и Z . ВАЕ = Z BDC, к а к ъ у г л ы о п и р а ю -
BD _ DC 

і ц і е с я п а о д н у и т у ж е д у г у ВС, с л ѣ д . - - j ß и л и . 

BD. АЕ = AB. DC. 
Д а л ѣ е , е с л и к ъ р а в н ы м ъ у г л а м ъ ABE и DBC п р и б а -

в и м ъ по у г л у EBD, т о н о л у ч й м ъ р а в н ы е у г л ы A BD и 
ЕВС, а к а к ъ у г л ы ВС А и BDA о п и р а ю т с я н а о д н у и 
т у ж е д у г у A B , т о о н и р а в н ы , и п о т о м у т р и у г о л ь н и к и 

BD AD 
ЕВС и ABD п о д о б н ы ; с л ѣ д о в . = и л и : 

BD. ЕС = AD ВС. 
С л о ж и в ъ п о л у ч е н н ы й д в а у р а в н е н і я . н а х о д и м ъ : 

BD {АЕ -+- ЕС) = AB. ЛС'н- AD. ВС, 
и т а к ъ к а к ъ АЕ - » - ЕС = АС, т о 

BD. АС -- AB. DC - I - AD. ВС. 
К .ЛО Т Е О Р Е М А . ПО всякомъ впчеанпомъ четыреуюмпикѣ 
S ' А; „.,. „тти-ттп Hallt С1/ММЫ ІфОѴЗпе-

о 
. с 
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П о л о ж и м ъ , ч т о ABCD ( ч е р т 1 4 7 ) е с т ь 
в п и с а н н ы й ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ ; т р е б у е т с я 
д о к а з а т ь , ч т о ( * ) 

BD. АС = AB. DC -i-AD. ВС. 
Доказ. О т л о ж и м ъ A A BE = ./DBC, т о г д а 
т р и у г о л ь н и к и ABE и DBC п о д о б н ы , п о -
т о м у ч т о и м ѣ ю т ъ Z . ABE = /L DBC, 

діаюналп относятся какг, суммы нроѵэие-
деній сторонъ, сходящихся въ понцахв 
діаюнолеіі. „ , , 

П у с т ь б у д е т ъ A BCD (черт . U S ) в п и -
санный ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ ; т р е б у е т с я до-

| D казать , что 
АС HC CD •+• AU. AD. 
ÎW~~ AB. ВС -h AD. CÜ 

Док. О т л о м и т ь д у г у С О | = д у г ѣ AD и про-
ведя линіи D,B и CD,, с о с т а в и м ъ ч е т ы р е -
у г о л ы ш к ъ ABCD, в ъ которомъ ( s і Щ • 

(M 4-/яЯц »«ѵт я\и). 
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AC. BD, = ВС. AD, ч- AB. CD,. 
H o CD, .-= AD H CD = AD,, какъ х о р . 

ды с т я г и в а ю щ і л равныя д у г и , слѣдов 
AC. BD, = ВС . CD-h AB .AD. 

D Далѣе , отложивъ д у г у ВС, = д у г ѣ CD 
проведемъ линіи C ,ß и C , 0 , тогда и з ъ че -
т ы р е у г о л ы ш к а AB C,D сл-Ьдуетѵ 

BD.C,A=AB C,D -hAD.CtB. 
IIo C,B— CD,, C,A = BD, „ BC= CSD, 

какъ х о р д ы , с т я г и в а ю щ і я равныя дуги-
слѣдов . J ' 

BD . BD, = AB . ВС ч- AD . CD. 
Р а з д ѣ л и в ъ п е р в о е у р а в н е н і ѳ на в т о р о е , находимъ 

I — _ ВС • СІ) -*- Ав • л п 

( BD AB . ПС ч- ÂD.CD' 
[ S 10!). З а д а ч а , ІІО четырем* данными лингямъ а, Ь, с и д 
построить четыреуголыгике, около котораго можно описать круге. 

Ріьшеніе І1о.іожимъ, что а е с т ь наибольшая изъ д а н н ы х ъ ли-
В » ' » и п у с т ь б у д е т ъ ABCD (черт. 149) 

искомый ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ : A B = а ; 
AD = 6 ; DC — с. и ПС= d. Продолжпвъ 
стороны AD и ВС до п е р е с ѣ ч е и і я , за-
мѣтимъ, что триугольники АНЕ и DCE 
подобны, потому что пмѣютъ общій 

' у г о л ъ Е , и кромѣ т о г о р а в н ы е у г л ы 
DCE и DAB, т а к ъ какъ каждый и з ъ 

Черт. 149. и и х ъ вмѣстѣ с ъ угломъ DCB с о с т а в -
л я е м 2d Изъ подобія э т и х ъ триугольниковъ с л ѣ д у е т ъ : 

ч _ BF. BE а АЕ АЕ 
- - J T E - Л Г Г Ь Ц - С Ё ^ І П П І • Ъ Д В У Х Ъ пропорцій: 

а _ BE а _ АЕ 
с — AE-d " с ~ BE—d 

находимъ а . АЕ — с.BE = ad, и a. BE — е. АЕ = ad\ сложивъ 
эти два у р а в н е н і я , получаемъ: (а — е.. АЕ ч- BE) = ab -t-ad 
и о т с ю д а 

АЕч-ВЕ = '-
« — с 

Р а з н о с т ь т ѣ х ъ же у р а в н е н і й д а е т ъ (а-\-с) (АЕ—BEJ=a ( 6 — d) ; 
о т с ю д а 

AF.-BE 

Изъ суммы и р а з н о с т и д в у х ъ линій АЕ и BE, находимъ: 
а <І> -t- d) ab — rf) 
•1 (a — с Y (ai- с 
a (b ч- d) _ а (Ь — d) 

•2 (я — с) 2 (я ч- с 

АЕ = 

BE = 
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ч а с т и rf и Чтобы построить 
отложимъ на с т о р о н а х ъ его 
О С = о , GL = GL, = с; 01= 
Ь- Ш= IMI = d, и проведемъ 
лнпіи L,M и LM,. Ноложнмъ, 
что К е с т ь с р е д и н а OG. Про-
ведя KR II L,M и I(S II LM„ 

ОМ OL, 
имѣемъ — = или S O S 

Ч е р т . 1 5 0 . 

» -

- — • « » - ^ 1 

os 
ом, 

OK 
OL' 

Е с л и жо сдѣлаемъ OS, = OS, т о 
a [b ч- d) S,R = 

SR = 

2 (a — с) 
a (b ч- d) 
2 (a — c) ' 

0 * 

я b — d) 
2 (a H- c) 

a (b — d) 
' 2 (a 4- c) 

nП..ГЯІП и з ъ точки S , р а д і у с о м ъ OG, и и з ъ точки л радіу-
с о м ъ s « д у г и ? соодинимъ т о ч к у и х ъ п е р е с ѣ ч е н і я Р с ъ т о ч к а « « 
я , n т о г і а S,PR б у д е т ъ и с к о м ы й триугольникъ. І І а к о н е ц ъ 
если с д ѣ л а е м ь 5 , Г = ? Ь и PU = d, то W б у д е т ъ искомый 
ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ . 

§ 1 1 0 Т в о р в м А. Во всякомв отісаниомп четыреуюлышт 
суммы противуположііьисе оторонв равны. 

J Положимъ, ч т о ABCD (черт , l ö i j 
е с т ь описанный ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о AB -+• СО — 
ВС ч-AD. 

Доказ. Соединимъ ц е н т р ъ О с ъ 
в е р ш и н а м и ч е т ы р е у г о л ы ш к а , и о п у -
с т и м ь изъ центра перпендикуляры 

• на с т о р о н ы е г о . Прямоугольные три-
у г о л ы ш и к и LOB и MOB, имѣющіе 
о б щ у ю г и п о т е н у з у и по равному ка-
т е т у , равны; т а к ж е и триугольники 

д . И з ъ р а в е н с т в а т р и у г о л ь н и к о в ъ с л ѣ д у е т ъ : 
LB = ВМ, NC = MC-, ND - DP и AL = AP. 

Сложивъ эти р а в е н с т в а , н а х о д и м ъ : AB ч- CD = ВС ч-AD 
Обратная теорема. Во есякій четырсугольнше*. с, ™тромь сум 

мы иротиеугголожныхв сторон* равны, можно вписать -,руч. 

Ч е р т . 1 5 1 . 

МОС и NOC, и т 
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Черт, 1 5 1 . 

Докпз. Положили. , ч т о AIICD ( ч е р т . 1 5 1 ) е с т ь ч е т ы р е у г о л ь -
никч. , в ъ к о т о р о м ъ Л II-I-Cl)=AI) \П С. 
Р а з д ѣ л и в ъ дна у г л а е г о А и В п о п о -
л а м ъ л и н і я м и Л О il ВО, о п у с т н м ъ и з ъ 
т о ч к и О п е р п е н д и к у л я р ы па с т о р о -
н ы ч е т ы р е у г о л п н и к а . И з ъ р а в е н с т в а 
п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ ЛОР 
и AOL, МОП и LOB н а х о д и м ъ OP— 

> C OL = О Л/ и АВ=ЛРч-В\1, и т а к ъ к а к ъ , 
п о п о л о ж е н і ю , AB -+- DC = AD -+- ВС, 
т о DC = I'D ч - MC. 

Е с л и в о о б р а з и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к ъ 
OPD п р и л о ж е н ъ к ъ т р и у г о л ь н и к у МО С т а к ъ , ч т о б ы с т о р о н а ОР 
с о в п а л а с ъ ОМ, а с т о р о н а PD была] п р о д о л ж е п і е м ъ с т о р о н ы M С, т о 
п о л у ч и м ъ т р и у г о л ь н и к ъ , к о т о р о г о в с е с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о 
р а в н ы с т о р о н а м ъ т р и у г о л ь н и к а ÛOC\ с л е д о в . э т и т р и у г о л ь н и -
ки б у д у т ъ р а в н ы , и п о т о м у ON ^ ОМі§ 24- с л ѣ д с . ) : И з ъ э т о г о 
с л ѣ д у р т ъ , ч т о к р у г ъ , о п и с а н н ы и ] и з ъ т о ч к и О р а д і у с о м ъ OL, 
к о с н е т с я в с ѣ х ъ ч е т ы р е х ъ с т о р о н у ѵ - т ы р е у г о л ы ш к а . 

О ч е в и д н о , ч т о л н н і и ОС и OD и ^ л я т ъ у г л ы Си D п о п о л а м ъ ; 
с л ѣ д . «я четыреуюлыгикѣ, въ которомъ суммы противупо.іоаісныхг, 
сторонъ ренты, juniu, дѣл/іщіл его уі.ш пополамъ, сходятся os 
одну тичѵу. 

§ 1 1 1 . И р о д о л ж п м ъ с т о р о н ы AB и АС т р и у г о л ь н и к а ЛВ& 
л ( ч е р т . 1 5 2 ) и р а з д ѣ л и м ъ п о п о л а м ъ в н ѣ ш н і е 

у г л ы е г о СИВ, и ВСЛ,\ и з ъ т о ч к и н е р е с ѣ ч е -
нія О линій , д ѣ . і я щ п х ъ эти у г л ы п о п о л а м ъ , 
о н у с к а е м ъ п е р п е н д и к у л я р ы OL, ОМ и ON 
н а с т о р о н ы т р и у г о л ь н и к а ; т о г д а п р я м о у г о л ь -
н ы е т р и у г о л ь н и к и ПОМ и BOL, и м і н о щ і а 
о б щ у ю г и п о т е н у з у O B и н о р а в н о м у о с т р о -
му у г л у , р а в н ы с о б о ю ; т а к ж е и п р я м о у г о л ь -
н ы е т р и у г о л ы ш к и МОС и NOC-, с л ѣ д о в . 

с OL = ОМ = ON. И з ъ этого с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
I е с л и и з ъ т о ч к и О о п и ш е м ъ к р у г ъ р а д і у с о м ъ 
W OL, т о э т о т ъ к р у г ъ к о с н е т с я т р е х ъ с т о р о н ъ 

В,В; ВС и CA,, т . е . э т о т ъ к р у г ъ б у д е т ъ ка-
с а т е л ь н ы й к ъ с т о р о н е ВС и к ъ п р о д о л ж е -
н і я м ъ д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ т р и у г о л ь н и к а . 

X, Т а к о й к р у г ъ н а з ы в а е т с я онѣичшме anucaii-
Черт. 1В2 . нымв кругомъ. 

О ч е в и д н о , ч т о в с я к і й т р и у г о л ь н и к ъ и м ѣ е т ъ т р и в н ѣ ш н и х ъ 
в п и с а н н ы х ъ к р у г а , с о о т в ѣ т с т в у ю щ н х ъ т р е м ъ с т о р о н а м ъ е г о . 

С о е д и н и в ъ т о ч к и А и О , з а м ѣ т н м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и -
у г о л ы ш к и AON u AOL, и м ѣ і о щ і е о б щ у ю г и п о т е н у з у ДО и р а в -
н ы е к а т е т ы ON и OL, р а в н ы ; с л ѣ д о в . ЛІІАО = Z CAO. т . е . 
линія АО д ѣ л и т ъ у г о л ъ А п о п о л а м ъ . Т а к ъ к а к ъ ц е н т р ъ в н у -
т р е н н я я в і і н с а н н а г о к р у г а н а х о д и т с я т а к ж е н а л н н і и А О , д ѣ -
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л я щ е й у г о л ъ т р и у г о л ь н и к а п о п о л а м ъ (§ 105), т о и з ъ с к а з а н н а г о 
с л ѣ д у е т ъ : центръ онутреішяго апгісітнаю круга, центръ внѣшпл-
го описанного крут и гірогмюуполоэюная аершина триую.шчіка ле-
жат5 на одной прямой липіи. 

§ 1 1 2 . Задача. Определить разстояиіс иеюпра описанпаю око-
ло' триугольника круга отъ центра описанною иъ него круга. 

Ріыиеніс. П у с т ь б у д е т ъ О, ( ч е р т . 153) ц е н т р ъ 
к р у г а о п и с а н н а г о около т р и у г о л ь н и к а ЛВС 
и R е г о р а д і у с ъ , О ц е н т р ъ к р у г а в п и с а н н а -
г о и г е г о р а д і у с ъ ; т р е б у е т с я о п р е д ѣ л и т ь д л и -
и у линіи 0,0, к о т о р у ю о з н а ч и м ъ ч р е з ъ d. 

С о е д и н и в ъ т о ч к и В и О , п р о д о л ж и м ъ 
л ш і і ю ВО д о п е р е с ѣ ч е н і я с ъ о п и с а н п ы м ъ 
к р у г о м ъ , и с о е д н н и м ъ т о ч к и О , и D. Т а к ъ 
к а к ъ л н н і я BD д ѣ л и т ъ у г о л ъ ЛВС п о п о л а м ъ , 
т о AD = DC, и п о т о м у р а д і у с ъ О , I) п е р -
н е и д и к у л я р е н ъ к ъ с т о р о і г і і АС. 

Черт. 153. Д о к а з а в ъ э т о , о п у с т и м ъ и з ъ т о ч к и О п е р -
п е н д и к у л я р ъ па л п н і ю 0,1). н а х о д и м ъ (§ 59): 

d1— 0 . 0 2 = 0,D> -Н OD" — 2 О,П.DM. 
В ъ т р н у г о л ы ш к ѣ ЛОВ у г о л ъ AOD = Z ABO - н £ ß . l O ; к р о м ѣ 

, . , , m / Л .11, _ ^ 0 . 1 С н - z CAD, и т а к ъ к а к ъ АО и ß О д ѣ л и т ъ у г -
лі 2 п о п о л Г м ъ . т о Z BAoJz О АС и Z AH O = Z 1)BC=ZCAD. 

с г Ь л о в Z AOl) = Z 0AD, и п о т о м у OD =AD. З а м к ш в ъ п р и -
том- ч т о Ol)' = AD" = El). DL = 2 0,1). DL, н а х о д и м ъ 
iïZb ïï+ïOJl.DL-ïOJ). DM — 0,1)" —2 0,1). (DM-LD). 

О и ѵ с т и в ъ и з ъ т о ч к и О п е р п е н д и к у л я р ъ н а с т о р о н у Л С и з а -
м ѣ т и о ъ , ч т о ON = г = MD — DL и 0,1) =11, н а х о д и м ъ : 

<гѵ = R* — 2 В г. 
% 1 1 3 Задача. Определить разстопніе центра . кру.а описанна-

го окоіо тцитолыіика отъ центра онѣшняго внисаннаю круга. 
Ріьшеніс. П у с т ь б у д е т ъ О , ( ч е р т . 151) ц е н т р ъ к р у г а о н и -

с а п н а г о о к о л о т р и у г о л ь н и к а л и с , л 
е г о р а д і у с ъ , О ц е н т р ъ в п ѣ ш н я г о в п и -
с а п н а г о к р у г а и Р е г о р а д і у с ъ ; т р е -
б у е т с я о п р е д е л и т ь д л и н у л и ш и 0 , 0 , 
к о т о р у ю о з н а ч и м ъ ч р е з ъ d-

С о е д ш ш м ъ т о ч к и В и О , т а к ж е т о ч -
ки 1) и О , . Т а к ъ к а к ъ л и ш я ВО д е -
л и т ь у г о л ъ ЛВС п о п о л а м ъ ( § 1 1 1 ) , т о 
Л D = DC, и п о т о м у р а д і у с ъ 0,D п е р -

F н е н д н к у л я р е н ъ к ъ с т о р о н е АС. 
Дал-Ііе з а м і і т и м ъ , ч т о в"ь т р и у г о л ы ш -

к е АВО у г о л ъ АОІ) = Z ЕЛО -^ЕВО; 
к р о м е т о г о Z ОАО = Z 0 . - 1 С — Z CAD, 
и т а к ъ к а к ъ ВО и АО ДІІЛЯТЪ у г л ы В и 
ЕАС п о п о л а м ъ , т о Z ЕЛО = Z О А С и 

Черт. Ш. Z ЕВ О = Z 1)ВС = Z CAD , с л ѣ д о в а т . 
Z.AOD = Z DAO, и п о т о м у DO — AD. 

3* 
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Д о к а з а в ъ э т о , о г і у с т и м ъ и з ъ т о ч к и О я е р п о й Д й к у л я р ъ н а 
п р е д л о ж е н і е с т о р о н ы O . D , н а х о д и м ъ н з ъ А О , О Д (§ 6 0 ) : 

d' = 0 0 , " = 0 , D ° -+- О й 5 - н 2 0 , 0 . DM. 
Н о OD = . 4 0 и AD* = s 2 0 . D LD, с л е д 
d° = 0 , 0 " -4- 2 O f i . L D ч- 2 0 , D. DM = 0 , 0 ' h - 2 0 , 0 (LD-hDM). 

Е с л и н з ъ т о ч к и О о п у с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ ОЛ' н а с т о р о н у 
Л С и з а м ѣ т и м ъ , ч т о 0 Л ' = с = LD - і - DM, и 0,D=R, т о н а х о д и м ъ : 

<Г = Л " -+- 2 Л р. 
§ 114. Паг.калевв шестиугольнике. Если ее иіестггугольникѣ 

Ali CD EF ( ч е р т . 1 5 5 ) , опи-
санномв os крутI, продол-
жить по парно двѣ сторо-
ны, разделенных одними уг-
лом и, а именно стороны AF 
и CD. ЕЕ и HC, ED и Aß, 
то при точки пересѣченія I, 
H и G лежатв на одной 
прямой линіи. *) 

. Доказ. П о § 9 6 
AGE п з м ѣ р я е т с я 
AF-t-FE—ВС—CD 

А . 
/ерт. 1 5 3 . 

CD -t- AB — DE — EF с л ѣ д о и . 

у г о л ъ 
д у г о ю 

а у г о л ъ 

и з м е р я е т с я д у г о й 

Z CIA и з м е р я ю т с я 

д у г о ю 
AF ч- AB — CD — DE , а это д у г а е с т ь м е р а у г л а ВНЕ; 

с л ѣ д о в . Z В HF = Z AGE ч- Z CIA. 
П р о в о д я н з ъ т о ч к и Я л и н і ю HL || 1С и л и н і ю HM || GE, и 

с о е д и н и в ъ т о ч к и L и В и т о ч к и M и F, н а х о д и м ъ : Z I I L E = 
Z MDE, к а к ъ у г л ы с о о т в е т с т в е н н ы е , и Z MDE = Z СВЕ, н а 
о с н о в а н і и с в о й с т в а в и и с а н н а г о ч ѳ т ы р е у г о л ь н и к а CBED ( § 1 0 6 ) ; 
с л е д о в . Z HLE = Z СВЕ. 

И з ъ р а в е н с т в а у г л о в ъ HLE и СВЕ с л е д у е т ъ , ч т о , т а к ъ к а к ъ 
эти у г л ы д о л ж н ы и м е т ь о д и н а к у ю м е р у , т о о к р у ж н о с т ь , п р о -
х о д я щ а я ч р е з ъ т р и т о ч к и В , Е и Н , г і р о і і д е т ъ т а к ж е ч р е з ъ 
т о ч к у L, и п о т о м у Z ВНЕ = Z BLE; н о BLE = BGL •+- GBL, 
с л е д о в . ВНЕ = BGL -+- GBL; н о т а к ъ к а к ъ , п о д о к а з а н н о -
м у , ВНЕ = AGE -+- CIA, т о BGL ч- GBL = AGE ч- CIA, с л е д о в . 
GBL = CIA. П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о MFI = 
В GL. И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и BGL и MIF HÖ-

G L LB 
д о б н ы , и п о т о м у ш = ш . 

*) Зто преддохеше открыто шестнадцатиіѣтішмъ Паскадсмъ, и принято пиъ 
въ основами тсоріи коішчесішхъ сѣчепііі; оно извѣстно въ наукѣ подъ иые-
яеиъ Иаскалеиъ миетичееній швстиуголыіикг (Ileiagrammum mjsticum). 

— 1 0 1 — 

Е с л и п р о в е д е м ъ лииіи DB и DF т о , п а о с н о в а п і и с в о й с т в а 
• в н и с а . ш а г о - е т ь ф о у г о ^ а > B A F D у г л ы f ^ ^ } « 

G B L T L M = Л м і B E І м Г и в ъ п р и т о м ь , ч т о , по д о к а -
-t- Liw — I B D _ pu M. и т а к ъ к а к ъ , к р о м е 

и FDM п о д о б н ы ; с л е д о в . щ • 

Е с л и э т у п р о п о р ц і ю р а з д ѣ л и и ъ н а п р е ж д е н а й д е н н у ю , т о 
LD Ml LP ч- GL IM-h MD ИМ и а к 0 И Ѳ ц ѵ . 

п о л у ч и т ь : QI=MD GL " MD 

= М . и з ъ э т о й п р о п о р ц і и и и з ъ п а р а л л е л ь н о с т и 

л ш п и Тн nDI с л е д у е т ъ (§ 5 4 ) , ч т о GHI е с т ь п р я м а я лниін . 
Е с л и д в е с т о р о н ы ш е с т и у г о л ь н и к а , н а п р . W n J F , были o u 

п а р а л л е л ь н ы , т о при п р о д о л ж е н ! . , о н и н е в с т р е т и л . с ь т э ' . о м ь 
с л у ч а е г о в о р и т ь , ч т о т о ч к а и х ъ п е р е с Ь ч е и . я н а х о д и т е я і і іа<ки 
к о и ѳ ч н о м ъ р а з с т о я н і и ; лпнія с о е д и н я ю щ а я дв-ь д р у п я і о ч к и 
п е р е с е ч е н і я G и / / б у д е т ъ в ъ э т о м ъ с л у ч а е п а р ы л е л ь . . а ли 
н і я м ь AF и CD. Е с л и к р о м е о д н о й п а р ы е щ е и д р у г а я п а р а 
с т о р о н ъ п а р а л л е л ь н а , т о и т р е т ь я т а к ж е п а р а л л е л ь н а . 

О т н о с и т е л ь н о е п о л о ж е н і е д в у х ъ о к р у ж н о с т е й . 

§ 1 1 5 . О к р у ж н о с т и , и м ѣ ю щ і я общіі і ^ ^ " ^ „ J X I O C T ? ' не- ' 
з ы в а ю т с я концентрическими, о к р у ж н о с т и , н о 
и и ѣ ю щ і я о б щ а г о ц е н т р а - ' » ^ T S T Z Z k 

Д в е о к р у ж н о с т и н е м о г у т ъ п е р е с е к а т ь с я , к о г д а 
с у м м ы и х ъ р а д і у с о в ъ м е н ь ш е Р^стоян.я и х ъ 
ц ѳ т р о в ъ . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , п у с т ь и у д у т ъ О и О , 
( ч е р т . 1 5 7 ) ц е н т р ы д в у х ъ о к р у ж н о с т е й , г и г , 
и х ъ р а д і у с ы , и п о л о ж и м ъ ч т о г -+- г , < и о , 

ч т о і і р^ 'т .ши о п о л ож е I й ю Г В ъ . э т о м ъ " с л у ч а е о д н а о к р у ж н о с т ь 
л е ж и т ъ в н е д р у г о й ( ч е р т . 1 5 8 ) . ^ д в Ѣ о к р у ж н о с т и 

О / \ т а к ж е н е м о г у т ъ п е р е -
( \ с е к а т ь с я , к о г д а р а з -

[ j п о с т . , и х ъ р а д і у с о в ъ 
Ч У б о л ь ш е р а з с т о я ш я и х ъ 

^ — ц е н т р о в ъ . В ъ с а м о м ъ 
, , , п т 1 3 7 Черт 158 . д е л е , п у с т ь б у д у т ъ О 

и О , ( ч е р т . 1 5 7 ) ц е н т р ы д в у х ъ - Ф У - о с т е й , п и х ъ Р -
стиС Ь і і с р " с е кал и с ь " " в ъ ' к ms о и г о ^ 
ОС—О,С < 00, ( § 1 3 ) . имели б ы : г — г , <00,, ч т о п р о т и в н и 
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п о л о ж е н и е . В ъ э т о м ъ с л у ч а е о д н а о к р у ж н о с т ь л е -
ж и т ъ в н у т р и д р у г о й ( ч е р т . 1 5 9 ) . 

И з ъ с к а з а н н а г о а ы в о д н м ъ у с л о в і е д л я п е р е -
с ѣ ч е н і я д в у х ъ о к р у ж н о с т е й : две окружности пе-
ресѣкшотсл только тогда, когда разстояиіе ггхе 
центрооп меньше суммы и больше разности ггхъ 
радіусовг. 

Черт. 1 5 9 . О ч е в и д н о , ч т о д в е о к р у ж н о с т и м о г у т ъ п е р е -
с е к а т ь с я н е С о л е е к а к ъ в ъ д в у х ъ т о ч к а х ъ , п о т о м у ч т о е с л и д о -
п у с т и м ъ , ч т о д в е п е р е с ѣ к а ю щ і я с я о к р у ж н о с т и имели б ы т р и 
о б щ и х ъ т о ч к и , т о ч р е з ъ т р и т о ч к и п р о х о д и л и б ы д в е р а з л и ч -
н ы й о к р у ж н о с т и , ч т о п р о т и в н о § 10-1. 

§ 1 1 6 . Т к о Р Е м л . Две пересіькающіяся окружности имѣюте 
всегда две общіл точки. 

Р а з с м о т р и ш ь д в а с л у ч а я . 
1-й случай. П у с т ь б у д е т ъ Л ( ч е р т . 1 6 0 ) т о ч к а п е р о с ѣ ч е н і я 

д в у х ъ о к р у ж н о с т е й ; п о л о ж и м ъ ч т о 
ц е н т р ы U и О, т а к ъ р а с п о л о ж е н ы , 
ч т о п е р п е н д и к у л я р ъ АС, о п у щ е н -
н ы й и з ъ т о ч к и А па л н н і ю ' 0 0 , , 
с о е д и н я ю щ у ю о б а ц е н т р ы , п р о х о -
д п т ъ м е ж д у этими ц е н т р а м и ; т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о о к р у ж н о с т и 
б у д у т ъ и м е т ь е щ е д р у г у ю о б щ у ю 

Черт. 1 6 0 . т о ч к у . 
Доказ П р о д о л ж и в ъ п е р п е п д п к у л я р ъ АС и в з я в ъ н а н е м ъ 

СП = CA, с о е д и н и м ъ т о ч к и Л и в с ъ т о ч к а м и О и О , ; н а х о -
д и м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ы ш к и ОСА и ОСП, и м ѣ ю щ і е 
о б щ ш к а т е т ъ ОС, и к р о м е т о г о , н о п о с т р о е н і ю , Ci = СП 
р а в н ы м е ж д у с о б о ю ; с . гЬдов . OA = ОП; п о д о б и ы м ъ ж е о б р а -
з о м ъ н а х о д и м ъ и з ъ р а в е н с т в а п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ 
0,СА и 0 , С В, ч т о 0 , Л = 0,11. И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о т о ч -
ка В п р и н а д л е ж и т ъ о б е и м ъ о к р у ж н о с т я м ъ , т . е . ч т о В е с т ь 
о б щ а я т о ч к а и х ъ . 

2-й случай. П о л о ж и м ъ ч т о Л ( ч е р т . 1 6 1 ) е с т ь т о ч к а п ѳ р ѳ с ѣ ч ѳ п і я 
д в у х ъ о к р у ж н о с т е й , II ч т о ц е н т р ы О и О, 
т а к ъ р а с п о л о ж е н ы , ч т о о б а л е ж а т ъ по о д н о й 
с т о р о н е п е р п е н д и к у л я р а АС, о и у щ е н и а г о и з ъ 
т о ч к и Л н а лппіго 0 0 „ с о е д и н я ю щ у ю э т и 
ц е н т р ы ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о о к р у ж н о с т и 
б у д у т ъ и м е т ь е щ е д р у г у ю о б щ у ю т о ч к у . 

Доказ. П р о д о л ж и в ъ п е р п е н д и к у л я р ъ АС, 
и в з я в ъ Ііа н е м ъ СП = CA, с о е д и н и м ъ т о ч -
« и 4 ч В с ъ т о ч к а м и О и О , ; н а х о д и м ъ , ч т о 

черт. 101 . п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ы ш к и ОСА и ОСП, 
и м е ю щ і е о б щ і і і к а т е т ъ ОС, и, н о п о с т р о е н и е АС = СП, р а в н ы ; 
с л е д о в . ОЛ = O B ; п о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ н а х о д и м ъ и з ъ р а -
в е н с т в а п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ 0 , С Л и 0 , С В , ч т о 
0,А = О,В. И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о т о ч к а В п р и н а д л е ж и т ъ 
о б е и м ъ о к р у ж н о с т я м ъ , т е . ч т о П е с т ь о б щ а я т о ч к а и х ъ . 

-Ж 

— ю з -

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е п і я с л е д у е т ъ , ч т о линія, соединяющая 
,почки перосіьчепія двухъ окружностей, перпендикулярна кь лиши, 
соединяющей центры ихъ. 

S 1 ( 7 Д в е о к р у ж н о с т и , и ѵ Ы о щ і я т о л ь к о о д н у о б щ у ю т о ч к у , 
I [ а з ы в а ю т с я касательными ( ч е р т . 1 6 2 , и 1 6 3 ) , о б щ а я ж е т о ч к а и х ъ 
н а з ы в а е т с я ~ ~ К ^ и і в и ^ в а е т 

о к р у ж н о с т ь л е ж и т ъ 
в н у т р и д р у г о й , и внеш-
ним* ( ч е р т . 1 6 3 ) , к о г д а 
о к р у ж н о с т и л е ж а т ъ по 
о б е с т о р о н ы т о ч к и 
к а с а н і я . 

Черт. 1 6 2 . Черт. 1 0 3 . 
«5 1 1 8 . Т к о р в м л. Центры двухъ касате.гьпыхъ окружностей 

и точка m г сан in лежитъ на одной „ н у т -

p i Ä » № ; да: « о •'•очки о]о, 
» 1 " а ° Л " д о « " з Я М п ! ) Л о ж н м ъ , ч т о линія 0 0 при п р о -

, дол іке иін н е п р о х о д и т ь ч р е з ъ т о ч к у Л , н о 
' п е р е с е ч е т ъ о к р у ж н о с т и в ъ т о ч к а х D и Е 

\ т а к ъ ч т о ч е т ы р е т о ч к и О , 0 „ I) им. н а х о 
) А д я т е л н а о д н о й п р я м о й , а т р и т о ч ш О О , и Л 

Л л е ж а т ъ н а о д н о й п о л о ж и м ъ , ч т о линія 0 0 . н е 
п р о х о д и т ь ч р е з ъ т о ч к у А, а п е р е с е -
ч е т ъ о к р у ж н о с т и в ъ т о ч к а х . L , 
т а к ъ , ч т о ч е т ы р е т о ч к и О, и , L и и , 

' н а х о д я т с я н а о д н о й п р я м о й , а т р и 
т о ч к и О , л и О , с о с т а в я т ъ н е к о т о р ы й 
т р н ѵ г о л ы ш к ъ 0 . 1 0 , . Е с л и о з н а ч и м ъ 
р а д і ѵ с ы к р у г о в ъ , о п и с а н н ы х ъ о к о л о 
ц е н т р о в ъ О и О „ ч р е з ъ г и г „ и з а -

рт"п»РО > OD + ÔE, т о п о л у ч і ш ь 00,> г г , ; н о 

да ^ 

« ^ • т а г - ь г ж zu» « ж 

Черт . 1 6 4 . 

ч и м ъ 0 0 , 
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Черт. 1 6 0 . Черт. 1 6 7 . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
1. Две окружности илгеютг, внутреннее касаиіе, когда разетоя-

нге ихв центровв равняется разности иг г, радіусавв, и внешнее— 
когда это разстояніе равняется суммп. их г, радіусове. 

2 . Две ісасатем,ныя окружности гшеютв ne точке касанія 
одну общую касательную линію ВС ( ч е р т . l ö G и 1 6 7 ) . В ъ с а -

м о м ъ д ѣ . і ѣ , п р е д п о л о -
жні іъ , ч т о линія ВС е с т ь 
к а с а т е л ь н а я к ъ к р у г у , 
о п и с а н н о м у о к о л о ц е н т р а 
О, H ЛИІІІЯ OA п е р п е н -
д и к у л я р н а къ ВС (§ 8 5 ) , 
н а х о д и м ъ , по г і р е д ъ и д у -
щ е і і теорем-]) , ч т о О , А 
т а к ж е п е р п е н д и к у л я р н а 

_„_,«,-. . к ъ ВС, т. е . линія ВС 
е с т ь т а к ж е к а с а т е л ь н а я к ъ к р у г у , о п и с а н н о м у о к о л о ц е н т р а О , . 

§ 119. ТЕОРЕМА. Если чрезв точку онутреннлго или внѣшнлго 
касангл ѵроведемв don, сѣкущія, то хорды, 
соединяющіл гпочки их s пересгьченія en окруок-
гюстл.т, параллельны между собою. 

П о л о ж и м ъ , НО п е р в ы х ъ , ч т о ч р е з ъ т о ч -
к у в н у т р е н н я г о к а с а н і я А ( ч е р т . 1 6 8 ) п р о -
в е д е н ы линіи AL и AM-, т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
ч т о LM и PQ п а р а л л е л ь н ы . 

С Доказ. П р о в е л и к а с а т е л ь н у ю ВС, н а х о -
д и м ъ (§ 94.) : Z. LAB = Z LMA и ЛРАВ = 
Z PQA] с л ѣ д . Z LMA = Z PQA, и п о т о м у 
л и ш и LM n PQ п а р а л л е л ь н ы (§ 3 3 с л ѣ д . 2) . 

П о л о ж и м ъ в о в т о р ы х ъ , ч т о ч р е з ъ т о ч к у в н ѣ ш и я г о к а с а н і я А 
В _у, ( ч е р т . 1 0 9 ) п р о в е д е н ы линіи LP и MQ-, 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о LM и PQ п а -
р а л л е л ь н ы . 

Доказ. П р о в е д я к а с а т е л ь н у ю ВС, н а -
х о д и м ъ (§ 9 4 ) : Z LAB=/LLMA и Z САР= 
Z P Q A ; н о у г л ы LAB и САР, к а к ъ в е р -
т и к а л ь н ы е , р а в н ы , с л ѣ д о в . Z LMA = 
Z P Q A , и п о т о м у лині і і LM н PQ па -
р а л л е л ь н ы . 

Черт. 1 6 8 . 

Ч е т ы р е з а м ѣ ч а т е л ь н ы я т о ч к и т р и у г о л ь н и к а . 

§ 1 2 0 . ТЕОРЕМА. Перпеггдггкуляры, опущенные изг вершины 
трехв углоов триугольника на протггвуположтл стороны, переегь-
каютсл ев одной тпчкіь. 
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Доказ. П о л о ж и м ъ , ЧТО ВЪ т р и у г о л ы ш к ѣ ABC ( ч е р т . 1 7 0 ) : 
Au -L B&.Bb J - AC и Ce 4 - Д В ; т р е -

— А б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о линіи . l a , Hb 
' и C e п е р е с Ь к у т с я в ъ о д и о й т о ч к ѣ О . 

Ч р е з ъ в е р ш и н у А п р о в е д е м ъ 
л и н і ю п а р а л л е л ь н у ю В С , ч р е з ъ в е р -
ш и н у В — л и н і і о п а р а л л е л ь н у ю А С и 
ч р й З ъ в е р ш и н у С—линію п а р а л л е л ь -
н у ю AB ; т о г д а с о с т а в и т с я т р и у г о л ь -

- н щ о . А , В , С „ к о т о р а г о с т о р о н ы в ъ 
т о ч ' к ^ ъ А, В*и С р а з д ѣ л е п ы п о -

ч , п о л а м ъ , п о т о м у ч т о , н а п р АВ,= 
ВС=АС, ( § 3 7 ) ; с л ѣ д о в . л и ш и 

Чепт 1 7 Я Г Аа, ВЬ и С с п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ 
с р е д ш і ѣ - . с т р р о п ъ ^ . у г о л ь н и к а ^ М ; « ™ 0 " * эти п е р п е и д и -
Ѵ Ѵ . ІП"ІІ'К?ІТК?СѢІ;ѴТ^І в ъ о д н о й ТОЧК-ІІ (§ ' 1 0 4 ) . 

1 ? £ т ъ о Ѵ р т . 1 7 1 ) т о ч к а п е р е с ѣ ч е ш я п е р п е н д и к у -
Пус?гі , о з д е т - ь Vj I ^ „ у щ е н і ш х ъ н з ъ т р е х ъ в е р ш п н ъ 

т р и у г о л ы ш к а ABC, п а п р о т и в у п о л о ж н ы я с т о -
роны и О ц е н т р ъ о п и с а н н а г о о к о л о т р и -
у г о л ь н и к а к р у г а . П р о в о д я д і а м е т р ъ / Ш , з а м е -
т и т . ч т о у г о л ъ MAB, к а к ъ о п и р а ю щ і и с я н а 
д і а м е т р ъ ВМ, е с т ь п р я м о й ; у г о л ъ СсА п о 
п о с т р о б н і ю , т а к ж е п р я м о й ; с л ѣ д о в . AM || Ce, 
п о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о 
MC II -1«, с л - У д о в . А О = М С ( § 3 7 ) . О п у с т и в ъ н з ъ 
т о ч к и О , п е р п е н д и к у л я р ъ н а с т о р о н у ВС, н а х о -

ÂI С MIS М 
д і ш ъ и з ъ п о д о б н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ MB С и 0,BL: 0£—o^j—T 
„ ш MC = 2 . 0 . L ; с л ѣ д о в . A O = 2 L O , ; ото з н а ч и т ъ : точка 
пересеченгя трехв перпендикуляров* отстоитв. отв ««" 
будь оерипигы триуголышка вдвое да.ѵ.ше. нежели центре опи-
санного кьта отв протиоуполоонмой стороны. 
° Т w ^ОРКИА. Мтпг про.,еден,гыя изг, вершины трехв углоов 
триугольника кв среОишь противуполоогеныхв стороне, пересекаются 

" п о ^ о ж ^ ч т Л ъ т р и у г о л ь н и к и л е е ( ч е р т . 1 7 2 ) " р о в е д е н ы 
г, л и ni и Аа и ВЬ и з ъ в е р ш и н ы у г л о в ь А и В к ъ 

с р е д и н ѣ п р о т и в у н о л о ж п ы х ъ с т о р о н ъ , и ч т о 
/ 7 \ \ „ ч р е з ъ в е р ш и н у т р е т ь я г о у г л а С и т о ч к у О 

с - < / - п р о в е д е н а л н н і я Ce; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
і с т о р о н а AB в ъ т о ч к ѣ с д ѣ л и т с я п о п о л а м ъ . 

/ \ Доказ. П р о д о л ж н в ъ л ш ш о Аа, и с д ѣ . і а в ъ 
/ х - Д і аа= Оа, с о е д и н и м ъ т о ч к у я , с ъ т о ч к а м и 

Ак~ 1 ~7*С в II С В ъ ч е т ы р е у г о л ы ш к ѣ ОВа,С д і а г о н а -
,„ ВС и Оч„ по и о с т р о е н і ю , д е л я т с я п о п о -

" ъ л а м ъ ; с л ѣ д о в . э т о т ъ ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ е с т ь 
Черт. 1 7 2 . н а р а л л е л о г р а м м ъ . П о д о б н ы м ъ ж е о о р а з о м ъ 

-, Эта точна называется въ мсханпкѣ центромь тяжести триуголышка. 

Г 

\ 
C \ 1 
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ь y<-

X 
Ч е р т . 1 7 2 . 
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с о с т а н т г ь п а р а л л е л о г р а м м * ЛОСЬ,. Н а к о -
ноц'ь , п р о д о л ж и т , с т о р о н у Сс и ' п р о в е д я 
Вс, п а р а л л е л ь н о Ла, с о е д и н и м ъ т о ч к и с и 
Л. ' Гакъ к а к ъ в ъ ч е т ы р е у г о л ь н и к ѣ Ac,c\b 
стороны ль, и С fi, по п о с т р о е н и е , п а р а л -
л е л ь н ы , и к р о м ѣ т о г о (§ 3 7 ) Л/,, = ОС — 
Ва, = с,0, т о ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ Ас,Ob, е с т ь 
п а р а л . і е / о г р а м м ъ , и линіи .-1с, и O b , п а -

Ъ, р а л л ѳ л ы і ы м е ж д у с о б о ю ; а к а к ъ , к р о м ѣ т о -
Чсрт. 172 . г о . л п н і н B e , п 0 , 1 , н о п о с т р о е п і ю , п а р а л -

л е л ь н ы , т о ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ Ас,ВО е с т ь т а к ж е параллелограмм-! , , 
и п о т о м у с т о р о н а AB д Ь л и г с я в ъ т о ч к ѣ с п о п о л а м ъ , ч т о и 
т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

З а м ѣ т и м ъ , ч т о OB = Ас, и Ас,= Ob, = 2 0 і ; с л ѣ д о в . OB = 
2 0 6 ; э т о з н а ч и т ъ : точка пересѣчепія О дгьлипгв каждую изгліінііі 
на даіь части, изв котчрыѵъ одна «двое бомые другой.' 

И з ъ т р е х ъ п а р а л л е л о г р а м м о в - ! , ЛОСЬ,. ВОСа и АОВс н а х о -
д н м ъ ( § 0 1 ) : ' 

АС' ч- O f t , ' = 20С-1- 2 0 , 1 е ; 
ВС' ч- О а,' = 2 OB" ч- 2 0 6 ? ' ; 
А В" ч- Ос,' = 2 0 Л " - I - 2 OB*.' 

С л о ж п в ъ эти у р а в н е п і я и з а м ѣ т и в ъ , ч т о О а — ц с = 0 , 1 
Ob, = ,1с , = OB и Ос, - Ва, = ОС, н а х о д и м ъ : 

AB' ч- ВС" ч- АС* = 3 ( 0 , 1 " - I - OB* - І - О б " ) . 
§ 1 2 2 . Т Е О Р Е М А . Точка пересѣччнія пернеидігку.іяроов, опу-

щенных* изв вершины трех в углонв триугольника на нротичупо-
ложчыя стороны, точка псрссеченія лингіі, нроесденныхъ изв вер-
шины трехв углонв триугольника къ срединіь протиаунолоэісныхв 
сторонъ и центрв круга, цнисапнаю около триугольника, лежатъ 
на одной прямой. 

Доказ. П у с т ь б у д е т ъ ( ч е р т . 1 7 3 ) L т о ч -
ка и е р е с ѣ ч е н і н п е р п е н д и к у л я р о в - ! , , І ( т о ч к а 
п е р е с ѣ ч е н і я линіи , н р о в е д е н н ы х ъ и з ъ в е р ш и -
н ы у г л о в ъ т р и у г о л ь н и к а к ъ с р е д ш г Ь п р о -
т н в у п о л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ и О ц е н т р ъ о и и -

Q с а н н а г о к р у г а ; н а к о н е ц ъ п о л о ж и м ъ , ч т о D 
е с т ь с р е д и н а с т о р о н ы АС. Е с л и ч р е з ъ т о ч к и 

В H L п р о в е д е м ъ л и н н о , т о о н а , по п о л о ж е -
н н о , б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а къ АС, и е с л и ч р е з ъ т о ч к и В и К 
п р о в е д е м ъ л н н і ю , т о о н а , по п о л о ж е н і ю , п р о і і д е т ъ ч р е з ъ т о ч -
к у D, н а к о н е ц ъ , е с л и с о е д и н и м ъ т о ч к и Oui), т о , в с л ѣ д с т в і е 
с в о й с т в а о п и с а н н а г о к р у г а , линія O l ) б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а 
к ъ АС, с л ѣ д о в . п а р а л л е л ь н а линіи BE. З а м ѣ т н в ъ , ч т о BL = 2 OD 

(§ 1 2 0 ) , и BK = 2 KD (S 1 2 1 ) , н а х о д и м ъ ~ = ~ , и т а к ъ к а к ъ , 

к р о м ѣ т о г о , в с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и лнні і і ІІЕ и OD, у г л ы 
LBK и KD О р а в н ы , т о т р и у г о л ь н и к и В KL и DKO п о д о б н ы (§ 5 0 ) ; 
с л ѣ д о в . Z В KL = Z. О KD, и п о т о м у Т. К О е с т ь п р я м а я л н н і я . 
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Т о ч к и L К О и ц е н т р ъ в п и с а ш і а г о к р у г а н а з ы в а ю т с я че-
тырьмя замечательными точками триугольника. 

В з а и м н ы я т о ч к и . 

s 1 2 3 . Е с л и п р о д о л ж и м ъ д і а м е т р ъ CD ( ч е р т . 1 7 4 ) к р у г а , и 
ъ в о з м е м ъ н а н е м ъ в н ѣ ш ш о ю т о ч к у В и в н у -

т р е н ш о ю т о ч к у А т а к ъ , ч т о б ъ 

0 , 1 . OB = ОС, 

® I т о т о ч к и An В н а з ы в а ю т с я взаимными, а 
с а м а я о к р у ж н о с т ь CEDE, о т н о с и т е л ь н о к о -

" Т т о р о і і т о ч к и ,1 и В с у т ь в з а и м н ы я , н а з ы -
Чсрт. 1 7 4 . в а е т с я управляющею окружностью. 

П р е д с т а в п в ъ у р а в н е н і е 0 , 1 . OB = ОС в ъ в и д ѣ п р о п о р ц і и 
OB о с 
о с ~~ см ' 

н а х о д и м ъ : 0В ч- ОС ^ О С - і - OA . 

OB — ОС ос— OA ' 
но ов _(_ 0С== OB -\-OD=BD; OB—ОС •— BC\ ОС ч- OA=OD-*-
ОА = ADtt ОС— ОА= CA; с . і ѣ д . ^ 

вс=лс; 

это з н а ч и т ъ . ч т о линія BD в ъ т о ч к а х ъ С и A р а з д ѣ л е н а г а р м о н и -
ч е с к и § 7 5 ) , т . е . две взаимныя точки В и Ли концы С и D 
діиметра суть четыре гармонгіческія точки. 

Теопема Если какую нибудь точкуР управляющей окружности 
I еорема. j (ч£рт .,7^совдигшмъ съ двумя взаимными 

точками Л и В, то отношеніе -pj есть 

постоянная величина для всіьхв то -
Ю чекв окружности. 

Доказ. П р о в е д е м ъ л и н і ю PC и д і - . 
а м е т р ъ PR, т р и у г о л ы ш к и ЛРО и Ві и 
и м ѣ ю т ъ о б щ і і і у г о л ъ О , и к р о м ѣ т о -
г о , в с л ѣ д с т в і ѳ в з а и ы н о с т и т о ч е к ъ 

с л ѣ д о в . э т и т р и у г о л ы ш к и п о д о б н ы , и п о -
СЙ — С Е 

А и В: -ргг = OP OA 
т о м у z F.PR = Z PBD. Н о м ѣ р а у г л а EPR е с т ь 

„ м ѣ р а у г л а PBD е с т ь с л ѣ д о в . CR CE = PD— OC. 

Н о д у г и PD и CR, с о о т в ѣ т с т в у ю щ і я р а в н ы м ъ ц е н т р а л ь н ы м * 
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у г л а м ъ , р а в н ы ; и п о т о м у СЕ = QC\ э т о з н а ч и т ъ , ч т о л н н і я P C 
д ѣ л и т ъ у г о л ъ В РА п о п о л а м ъ . В с л ѣ д с т в і ѳ э т о г о и м ѣ е м ъ (§ 5 6 ) , 
PB ВС 
p j = j ç , ч т о и т р ѳ о о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

Обратная теорема. Если данньі даѣ точка А и В ( ч е р т . 1 7 5 ) , 
то всякая точка Р, для которой отношеніе ^ равняется по-
стоянному отношенію m: п, лежите на окружности крут, отно-
сительно которой А и В суть взаимный точки. 

Доказ. Р а з д ѣ л и м ь л и н і ю AB н а д в ѣ ч а с т и ВСпАС в ъ о т н о ш е н і п т- и 
ВС m 

т а к ъ , ч т о = - ; н о к а к ъ , п о п о л о ж е н і ю , 
PB m 
p j = ~ I т о з а к л ю ч а е м ъ ( § 56,\ ч т о 

J D - П І П І Я P C д ѣ л и т ь у г о л ъ ' В Р А п о п о л а м ъ . 
, , , Е с л и п р о в е д е м ъ л и н і ю PD п е р п е п д п к у -

/ У л я р н о к ъ л и н і и P C , р а з д ѣ л и м ъ CD п о п о -
л а м ъ и и з ъ с р е д и н ы е я О р а д і у с о м ъ 
ОС о и и ш е м ъ о к р у ж н о с т ь , т о э т а о к р у ж -

Черт. 175 . н о с т ь п р о і і д о т ъ ч р е з ъ т о ч к у Р . п о т о м у 
ч т о 01Л е с т ь ѵ г о л ъ п р я м о й . З а м ѣ т н в ъ , ч т о у г о л ъ PBU и м Ь е т ъ 

, PD — ОС СП СИ 
М ѣ р о ю 5 , а у г о л ъ EPR м Ь р о ю q , и ч т о CR = 

PD и СЕ = CQ, з а к л ю ч а е м ъ ч т о APBD = A EPR. И з ъ э т о г о 
с л ѣ д у ѳ т ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и В Р О и А Р О , и м ѣ ю щ і е о б щ і і і у г о л ъ 
О , и кромЬ т о г о Z P ß J 5 = z £ P ü , п о д о б о ы , с л ѣ д . = ^ И л и 

OB. OA = O P " = ОС*. Э т о у р а в н е н і е и о к а з ы в а ѳ т ъ , ч т о А и В 
с у т ь в з а н м и ы я т о ч к и о т н о с и т е л ь н о о к р у ж н о с т и QPDR. 

Е с л и в ъ у р а в и е н і п OB. OA = ОС з а м ѣ п и м ъ OB и OA ч р е з ъ 
ВС -t- ОС и ОС — АС, то н а х о д и м ъ : (ВС -t- ОС) (ОС—АС)=ОС 
или р а с к р ы в ъ с к о б к и и с о к р о т и в ъ , н о л у ч и м ъ : 

ОС (ВС —АС) = ВС. АС; 
о т с ю д а : 

o c - D C 1 j g ос - вс^Тс • 
Э т о у р а в и е и і е н о к а з ы в а е т ъ , ч т о р а д і у с ъ к р у г а з а в и с и т ъ 

т о л ь к о о т ъ и о л о ж с н і я т о ч е к ъ А и В , и п о т о м у э т о т ъ р а д і у с ъ 

б у д е т ъ о д и н а к і й для в с Ь х ъ т о ч е к ъ Р , для к о т о р ы х ъ — = -
РА и 

З а м ѣ т и м ъ , ч т о с ъ п о м о щ і ю э т о г о у р а в н ѳ н і я о п р е д е л я е т с я 
в о о о щ е р а д і у с ъ у п р а в . і я ю щ а г о к р у г а по д а н н о м у п о . ю ж о п і ю 
д в у х ъ в з а и м п ы х ъ т о ч е к ъ А и В. 
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П о л я р ы . 
« Е с л и и з ъ ц е н т р а О ( ч о р т . 1 7 6 ) о п у с т и м ъ п е р п е п д и к у - . 
s л я р ъ O Q па к а к у ю н и б у д ь линпо MN, 

и н а э т о м ъ п е р п е н д и к у л я р е о п р е д е -
лим! , т о ч к у Р в з а и м н у ю (?, то т о ч к а Р 
н а з ы в а е т с я полюсома п р я м о й MN, а ли-
ши MN — полярою т о ч к и Р . 

О ч е в и д н о , ч т о к о г д а линія J H J V н о 
п е р о с е к а е т ъ к р у г ъ , т о п о л ю с ъ е я н а -
х о д и т с я в н у т р и к р у г а , к о г д а ж е л и -
пія M,Nt п е р е с е к а е т ъ к р у г ъ , т о п о л ю с ъ 

Черт. 1 7 6 . е я Р , л е ж и т ъ в н е к р у г а . 
Теорема. Вершина описаннаго угла есть полюсе хорды, соеди-

няющей деѣ точки касанія. 
П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 1 7 7 ) . ч т о АСВ е с т ь о п и с а н -

н ы й у г о л ъ , AB х о р д а , с о е д и н я ю щ а я т о ч к и к а с а -
ніл А и В, n ОС л п п і я , п р о в е д е н н а я о т ъ ц е н т р а 
къ в е р ш и н е о п и с а н н а г о у г л а ; т р е б у е т с я д о к а -
з а т ь , ч т о С е с т ь п о л ю с ъ п р я м о й AB, т . е . ч т о 

' В л и и і я О С п е р п е н д и к у л я р н а к ъ х о р д е AB, и ч т о 
Р и С с у т ь т о ч к и в з а и м и ы я . 

Доказ. И з ъ р а в е н с т в а и р я м о у г о л ы і ы х ъ т р и - . 
Чепт 177 . у г о л ы ш к о в ъ ОАС и ОВС с л е д у е т ъ , ч т о О С п е р -

п е н д и к у л я р н а къ AB- и з ъ п р я м о у г о л ь н а г о ж е т р и у г о л ь н и к а ОАС 
н а х о д и м ъ : О С . ОР=ОА*, — у с л о в і е в з а и м н о с т и т о ч е к ь 1 и С. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л е д у е т ъ , ч т о п о л ю с ь д і а м о т р а н а х о -
д и т с я н а б е з к о п е ч н о м ъ р а з с т о я н і и . 

Георема. Полюсы осѣхв прямым, проходящихе чрезе данную 
точки лежите на полярп, omoil точки. 

у м П у с т ь б у д е т ъ CSR ( ч е р т . 1 7 8 ) у п р а -
D т> в л я ю щ а я о к р у ж н о с т ь , А к а к а я н и б у д ь д а н -

пая т о ч к а , Л/Л' е я п о л я р а и AD к а к а я н и -
/ 0 ) N \ б у д ь л п и і я , п р о х о д я щ а я , ч р е з ъ т о ч к у А\ 

/ 7 т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п о л ю с ъ п р я м о й 
- J 0 в / с ; А AD л е ж и т ъ н а л и н і и MN. 

V / Доказ. О п у с т и в ъ и з ъ ц е н т р а п о р п е н -
д и к у л я р ъ О Р н а л и п і ю AD и з а м е т и в ъ , 

s та ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и 0 1 в и 
Черт. 1 7 8 . и м ѣ ю щ і е о б щ і і і у г о л ъ О , п о д о б н ы , 

ОР O B 0 Р 0 0 = O B . ОД; а т а к ъ к а к ъ , п о п о -
н а х о д и м ъ q 2 = Ö Q 
,П.,.ЙНІЮ j и в с у т ь т о ч к и в з а и м и ы я , т о OB. ОА = ОС; с л е д . 
О Р 0 0 - ОС- Э т о у р а в н е и і е п о к а з ы в а е т ь , ч т о Р и О с у т ь т о ч -
і а Г в з а и м н ы й с л е д о в ^ п о л ю с ъ Р п р я м о й л е ж и т ъ н а л и ш и UN 

Обратная теорема. Поляры веѣхе точек5 прямой лиши ехо 
дятел ее полюсе зтой прямой. 

i l 
/ р 

Г " -в > 
N 
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Черт. 1 7 8 . 

П у с т ь б у д е т ъ CS В ( ч е р т . 1 7 8 ) у п р а в -
л я ю щ а я о к р у ж п о е т ь , МЛ' к а к а я н и б у д ь 
л и и і я и А п о . п о с ъ е я ; т р е б у е т с я д о к а з . , 
ч т о п о л я р а к а к о й н и б у д ь т о ч к и Р п р я -

, моіі Мі\ п р о х о д и т ь ч р е з ъ т о ч к у Л . 
Доказ. С о е д и н и в ъ т о ч к и О и Р, п р о -

в е д е м ъ л и н і ю AD п е р п е н д и к у л я р н о к ъ О Р . 
И з ъ п о д о б н ы х ъ й р я м о у г о л ь и ы х ъ т р и -
у г о л ь н и к о в ъ О Р В и O Q A н а х о д и м ъ ; 

Ш=7Го , и и 0 Р - 0 ( ? = 0 В 0 Л• а т а к ь 

к а к ъ , по п о л о ж е н і г о , А и II с у т ь т о ч к и в з а и м н ы я , т о 01). ЛО= 
ОС', и п о т о м у OP. OQ = ОС. И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о Р и О 
с у т ь т о ч к и в з а и м н ы я , и ч т о л и н і я AD е с т ь " п о л я р а т о ч к и P . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л е д у е т ъ , ч т о если вершин и P , Qt л . . . 
( ч е р т . 1 7 9 ) многоугольника PQRSTU суть 
полюсы сторона другою многоугольника 
ABCDEF, то, и паоборотв, вершины А, В, С., 
чтораю многоугольника суть полюсы сгпо-

С ро h в первою. В ъ с а м о м ь д ѣ . і ѣ , е с л и Р и Q 
с у т ь п о л ю с ы п р я м ы х ъ AB и ВС, п р о х о д я -
щ и х * ч р е з ъ т о ч к у В , т о , по п р е д ы д у щ е м у , 
т о ч к и Р и Q д о л ж н ы л е ж а т ь н а п о л я р ѣ т о ч і 
ни ß ; с л ѣ д о в . ß б у д е т ъ п о л ю с ь п р я м о й I ' Q . 

З а д а ч i l . 

0 9 . Н а й т и к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е т о ч к и о т ъ о к р у ж н о с т и . 
7 0 . Н а й т и н а и б о л ь ш е е р а з с т о я н і е т о ч к и о т ъ о к р у ж н о с т и . 
71 І І а й т и к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е д в у х ъ о к р у ж н о с т е й . 
7 2 . Н а о к р у ж н о с т и о п р е д е л и т ь д у г у р а в н у ю д а н н о й д у г е , в з я -

т о й д в а р а з а , т р и р а з а и - т . д . 
7 3 . Ч р е з ъ . т о ч к у А, л е ж а щ у ю в н у т р и к р у г а , п р о в е с т и х о р д у , 

к о т о р а я в ъ т о ч к ѣ A д е л и л а с ь б ы п о п о л а м ъ . 
7 1 . Р а з д ѣ . ш т ь д а н н у ю д у г у н а 2 , 4 , 8 . . . . р а в н ы х * ч а с т е й . 
7 5 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о ц е н т р о в * о к р у ж н о с т е й , п р о -

х о д я щ и х * ч р е з ъ дв-ls д а н н ы я т о ч к и А и В. 
t 7 6 . О п и с а т ь д а н н ы м ъ р а д і у с о м ъ о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю 
ч р е з * д в ѣ д а н н ы я т о ч к и А н В. 
>• 7 7 . Н а й т и ц е н т р ъ д у г и или о к р у ж н о с т и . 

7 8 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о ц е н т р о в * о к р у ж н о с т е й , к а -
с а т е л ь н ы х * к ъ п р я м о й АН в ъ д а н н о й точк-b е я М. 

j ç 7 9 . О п и с а т ь д а н н ы м * р а д і у с о м ъ о к р у ж н о с т ь к а с а т е л ь н у ю к ъ 
п р я м о й АН в ъ д а н н о й т о ч к е е я М. 
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О п и с а т ь о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ т о ч к у N и к а -
с а т е л ь н у ю къ п р я м о й АН в ъ д а н н о й т о ч к е е я Л/. 

8 1 . О п и с а т ь р а д і у с о м ъ г о к р у ж н о с т ь , к о т о р о й ц е н т р ъ н а х о -
д и л с я б ы н а п р я м о й MIV, n к о т о р а я к а с а л а с я б ы п р я м о й A B . 

8 2 . О п и с а т ь р а д і у с о м ъ г о к р у ж н о с т ь , к о т о р о й ц е н т р ъ н а х о -
д и л с я б ы н а д а н н о й о к р у ж н о с т и , и к о т о р а я к а с а л а с ь б ы п р я -
мой АН. 

8 3 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о ц е н т р о в ъ о к р у ж н о с т е й р а -
I д і у с а г , К а с а т е л ь н ы х * к ъ д а н н о й о к р у ж н о с т и р а д і у с а Л. 

8 4 . О п и с а т ь р а д і у с о м ъ г о к р у ж н о с т ь , к о т о р о й ц е н т р ъ н а х о -
д и л с я бы н а п р я м о й AB, и к о т о р а я к а с а л а с ь б ы д а н н а г о к р у г а 
р а д і у с а Ii. 

8 5 . О п и с а т ь р а д і у с о м ъ г о к р у ж н о с т ь к а с а т е л ь н у ю к ъ д а н н о й 
о к р у ж н о с т и в ъ т о ч к е Л/. 

8 6 . О п и с а т ь о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ т о ч к у M и к а -
с а т е л ь н у ю к ъ д а н н о й о к р у ж н о с т и в ъ т о ч к е Л'. 

8 7 . О п и с а т ь о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ д в е т о ч к и А и В 
и п е р е с е к а ю щ у ю д а н н ы й к р у г ъ т а к ъ , ч т о б ы х о р д а п е р е с - І і ч е п і я 
б ы л а б ы п а р а л л е л ь н а д а н н о й п р я м о й MN. 

I 8 8 . О п и с а т ь о к р у ж н о с т ь к а с а т е л л ы і у ю к ъ д а н н о м у к р у г у и 
к ъ п р я м о й AB в ъ д а н н о й т о ч к е е я Л/. 

8 9 . О п и с а т ь о к р у ж н о с т ь к а с а т е л ь н у ю к ъ д а н н о й п р я м о й A B 
и к ъ о к р у ж н о с т и в ъ д а н н о й т о ч к е е я М. 

9 0 . О п р е д е л и т ь д л и н у лпніи , с о е д и н я ю щ е й в е р ш и н у п р я м а г о 
у г л а с ъ с р е д и н о ю г и п о т е н у з ы . 

9 1 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о в е р ш и н ы п р я м о у г о л ь н ы х * 
т р и у г о л ь н и к о в ъ , и м Ь ю щ и х - ь о д н у H т у ж е г и п о т е н у з у . t f - 1 . "? ' 
. Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о с р е д и н ы х о р д ъ , с х о д я щ и х с я 
н ъ о д н у т о ч к у /1. 

9 3 . П р и к а к и х ъ у с л о в і я х ъ м о ж н о п р о в е с т и о к р у ж н о с т ь ч р е з ъ , 
ч е т ы р е д а н н ы я т о ч к и А, В, С и 1)1 . \ 

В о з с т а в и т ь п е р п е н д и к у л я р ъ н а к о н ц е п р я м о й A B , к о т о р у ю ' 
I п р о д о л ж и т ь н е л ь з я . , 

9 5 . П р о в е с т и ч р е з ъ д а н н у ю т о ч к у А к а с а т е л ь н у ю к ъ к р у г у . 
9 6 . П р о в е с т и к ъ к р у г у к а с а т е л ь н у ю , к о т о р а я с о с т а в и л а б ы . . 

д а н н ы й у г о л ь с ъ п р я м о й АН. 
Т 9 7 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о т о ч е к ъ т а к о г о с в о й с т в а , ч т о 

к а с а т е л ы і ы я п р о в е д е п и ы я о т ъ п и х ъ к ъ д а н н о м у к р у г у р а д і у с а 
г , имѣли б ы о д и н а к у ю ' д л и н у а. 

, 9 8 . Н а й т и н а п р я м о й АН т а к у ю т о ч к у , ч т о б ы к а с а т е л ь н а я п р о в е -
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д е н н а я о т ъ этой т о ч к и къ д а н н о м у к р у г у р а в н я л а с ь д а н н о й 
линіи а . 

9 9 . П р о в е с т и ч р е з ъ т о ч к у Л с ѣ к у щ у ю къ д а н н о м у к р у г у , 
ч т о б ы ч а с т ь с е к у щ е й в н у т р и к р у г а р а в н я л а с ь д а н н о й лнніи а . 

1 0 0 . П р о в е с т и ч р е з ъ т о ч к у A с ѣ к у щ у ю къ д а н н о м у к р у г у 
т а к ъ , ч т о б ы она о т с е к а л а д у г у в м е щ а ю щ у ю д а н н ы й у г о л ъ а . 
f i 0 \ . Н а д а н н о й прямой AB о п и с а т ь д у г у , в м ѣ щ а ю щ у ю д а н -

н ы й у г о л ъ . 
1 0 2 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м ѣ с т о в е р ш н н ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , 

и м ѣ ю щ и х ъ одно и т о ж е о с н о в а н і е AB и д а н н ы й у г о л ъ а при 
в о р ш и и ѣ . 

1 0 3 . О п р е д е л и т ь г е о м е т р и ч е с к о е м ѣ с т о т о ч е к ъ , о г ь к о т о р ы х ъ 
д а н н а я прямая AB видима п о д ъ однимъ т ѣ м ъ ж е у г л о м ъ . 

104.. На прямой AB найти т а к у ю т о ч к у , ч т о б ы липіи, п р о в е -
д е н н ы я о т ъ этой т о ч к и къ д в у м ъ д а н н ы м ъ т о ч к а м ъ M и N, с о -
с т а в и л и д а н н ы й у г о л ъ а. 

1 0 5 . Н а й т и т о ч к у , о т ъ к о т о р о й д в ѣ прямыя AB и ЛОТ видимы 
п о д ъ у г л о м ъ 4 5 ° . 

1 0 6 . Н а й т и в н у т р и т р и у г о л ь н и к а ABC т о ч к у , о т ъ к о т о р о й т р и 
с т о р о н ы т р и у г о л ь н и к а видимы подъ однимъ и т ѣ м ъ ж е у г л о м ъ . 
ч 1 0 7 . П о с т р о и т ь т р и у г о л ь н и к ъ по д а н н о й в ы с о т е h, д а н н о м у 

о с н о в а н і ю а и у г л у m г іротнвуположпому о с н о в а н і ю . 
1 0 8 . I I a о к р у ж н о с т и д а н н ы д в е т о ч к и Л и В ; найти на этой 

ж е о к р у ж н о с т и т а к у ю т о ч к у , ч т о б ы сумма р а з с т о я н і й е я о т ъ 
т о ч е к ъ /1 и В р а в н я л а с ь д а н н о й лниіи s. 

1 0 9 . На о к р у ж н о с т и д а н н ы д в е т о ч к и А и В, н а й т и н а этой 
ж е о к р у ж н о с т и т а к у ю т о ч к у , ч т о б ы р а з н о с т ь р а з с т о я н і й е я 
о т ъ т о ч е к ъ А и В р а в н я л а с ь д а н н о й линіи d. 
Х І 1 0 . П о с т р о и т ь т р и у г о л ь н и к ъ но д а н н о м у п е р и м е т р у , о с н о -

в а н і ю и у г л у п р о т и в у п о л о ж п о м у о с н о в а и і ю . 
1 1 1 . Н а й т и с р е д н ю ю п р о п о р ц і о н а л ы і у ю между д в у м я линіямн. 

/ 7 і к 1 1 2 . П о с т р о и т ь т р и у г о л ь н и к ъ по д а н н о м у о с н о в а н і ю AB, п р о -
I I тивоположмому у г л у m и р а д і у с у о и и с а н н а г о к р у г а г . 

f П р о в е с т и к а с а т е л ь н у ю линію къ д в у м ъ о к р у ж н о с т я м ъ . 
ь 1 1 4 . П о с т р о и т ь т р и у г о л ь н и к ъ по д а н н о й в ы с о т е , д а н н о м у у г л у 
m при в е р ш и н е и рад і у с у г в п и с а н и а г о к р у г а . 

1 1 5 . Д а н н ы д в е о к р у ж н о с т и ; п р о в е с т и п р я м у ю , к а с а т е л ь н у ю 
къ о д н о й и с е к у щ у ю къ д р у г о й , т а к ъ , ч т о б ы ч а с т ь е я , з а к л ю -
ч е н н а я в н у т р и в т о р а г о к р у г а , р а в н я л а с ь д а н н о й линін а . 

1 1 6 . П р о в е с т и къ д в у м ъ д а н н ы м ъ к р у г а м ъ с ѣ к у щ у ю г а к ъ , 

Л 
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ч т о б ы ч а с т и е я , з а к л ю ч о и н ы я в ъ э т и х ъ к р у г а х ъ , р а в н я л и с ь д а н -
нымъ линіямъ. 

1 1 7 . I I a прямой AB найти т а к у ю т о ч к у , ч т о б ы к а с а т е л ь н ы я , 
п р о в е д е п п ы я отъ этой т о ч к и къ д в у м ъ д а н н ы м ъ к р у г а м ъ О и 
О, , с о с т а в и л и р а в н ы е у г л ы с ъ прямой AB. 

1 1 8 . l i a о к р у ж н о с т и д а н ы д в е т о ч к и А и Л; найти н а этой 
ж е о к р у ж н о с т и т о ч к у , к о т о р о й р а з с т о я н і я о т ъ т о ч е к ъ А н В 
были бы в ъ д а ш ю м ъ о т н о ш е н і и m: п. 

1 1 9 . Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь на ш е с т ь р а в н ы х ъ ч а с т е й . 
1 2 0 . Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь н а ч е т ы р е р а в н ы я ч а с т и . 
1 2 1 . Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь на д е с я т ь р а в н ы х ъ ч а с т е й . 
1 2 2 . Р а з д е л и т ь прямой у г о л ъ н а три р а в н ы я ч а с т и . 
1 2 3 . В п и с а т ь к р у г ъ в ъ д а н н ы й с е к т о р ъ АОВ. 
1 2 4 . П р о в е с т и ч р е з ъ т о ч к у А, л е ж а щ у ю в н у т р и к р у г а , раді -

у с а г , х о р д у т а к ъ , ч т о б ъ она в ъ т о ч к е А р а з д е л и л а с ь в ъ 
о т н о ш е н і и m: п. 

1 2 5 . Ч р е з ъ в н е ш н ю ю т о ч к у А п р о в е с т и с е к у щ у ю къ к р у г у 
т а к ъ , ч т о б ъ она этимъ к р у г о м ъ р а з д е л и л а с ь пополамъ. 

1 2 6 . Ч р е з ъ в н е ш н ю ю т о ч к у А п р о в е с т и с е к у щ у ю къ к р у г у , 
т а к ъ ч т о б ъ о н а этимъ к р у г о м ъ р а з д е л и л а с ь в ъ о т н о ш е н і и m: п. 

1 2 7 . О п и с а т ь к р у г ъ к а с а т е л ь н ы й къ т р е м ъ д а н н ы м ъ лнніямъ. 
1 2 8 . Н а й т и г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о т о ч е к ъ , д е л я щ н х ъ в ъ о т -

н о ш е н і н m: п в с Ь прямыя, п р о в е д е и н ы я о т ъ д а н н о й т о ч к и Л къ 
д а н н о й о к р у ж н о с т и . 

1 2 9 . О п и с а т ь к р у г ъ , п р о х о д я щ і й ч р е з ъ т о ч к и А и В и к а с а -
тельный къ прямой MN. 

1 3 0 . О п и с а т ь к р у г ъ , п р о х о д я щ і й ч р е з ъ т о ч к у С и к а с а т е л ь -
н ы й къ д в у м ъ прямымъ AB и MN. 

1 3 1 . О п и с а т ь к р у г ъ , и р о х о д я щ і й ч р е з ъ д в ѣ данныя т о ч к и А и В 
и к а с а т е л ь н ы й къ д а н н о м у к р у г у . 

1 3 2 . О п и с а т ь к р у г ъ , п р о х о д я щ і й ч р е з ъ т о ч к у А и к а с а т е л ь н ы й 
къ прямой MN H къ д а н н о м у к р у г у . 

1 3 3 . О п и с а т ь к р у г ъ к а с а т е л ь н ы й къ д в у м ъ прямымъ AB и ЛОТ 
и къ д а н н о м у к р у г у р а д і у с а г . 

1 3 4 . О п и с а т ь к р у г ъ к а с а т е л ь н ы й къ прямой AB и къ д в у м ъ 
д а н н ы м ъ к р у г а м ъ р а д і у с о в ъ Л и г . 

1 3 5 . О п и с а т ь к р у г ъ , п р о х о д я щ і й ч р е з ъ т о ч к у А и к а с а т е л ь -
н ы й къ д в у м ъ д а н н ы м ъ к р у г а м ъ р а д і у с о в ъ Л и г . 

8 
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1 3 6 . О п и с а т ь к р у г ъ касательный къ т р с м ъ д а н н ы н ъ к р у г а м ъ 
р а д і у с о в ъ г , г , и г , . 

' 1 3 7 . Р а з д е л и т ь пополамъ н е п р и с т у п н ы й уголъ А. 
1 3 8 . О п у с т и т ь перпендикуляръ и з ъ н е п р и с т у п н о й точки J па 

п р и с т у п н у ю линію AB. 
1 3 9 . О п у с т и т ь перпендикуляръ и з ъ данной точки А на линію, 

которой Дііѣ только точки В и С видимы и з ъ А. 
140 . П р о в е с т и ч р е з ъ т о ч к у A лииію параллельную прямой, 

которой д в ѣ только точки В и С видимы и з ъ А. 
1 4 1 . О п р е д е л и т ь р а з с т о я н і е д в у х ъ т о ч е к ъ А и В, изъ кото-

р ы х ъ точка А н е п р и с т у п н а . 
1 4 2 . О п р е д е л и т ь р а з с т о я н і е д в у х ъ н е п р и с т у п н ы х ъ т о -

ч е к ъ А и В. 
1 4 3 . О п р е д е л и т ь р а з с т о я н і е точки С о т ъ прямой, которои 

д в е только точки А и В видимы и з ъ С. 

Г Л А В А Y I . 

О п р а в и л ь н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к а х ъ . 

ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ ВПИСАННЫЕ П ОПИСАННЫЕ. ЗАДАЧИ. 

П р а в и л ь н ы е м н о г о у г о л ь н и к и в п и с а н н ы е и о п и с а н н ы е . 

§ 1 2 5 . М н о г о у г о л ь н и к ъ , к о т о р а г о с т о р о н ы р а в н ы меж*-
д у с о б о ю и к о т о р а г о у г л ы р а в н ы м е ж д у с о б о ю , н а з ы ѵ 
в а е т с я правильным*. Т а к ъ н а п р . т р и у г о л ь н и к ъ р а в н о с т о -
р о н н і й е с т ь п р а в и л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ , к в а д р а т ъ е с т ь 
п р а в и л ь н ы й ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ . И з ъ о п р е д ѣ л е н і я г і р а в и л ь -
н а г о м н о г о у г о л ь н и к а с л е д у е т ъ : 

1 . Т а к ъ к а к ъ в о в с я к о м ъ м н о г о у г о л ь н и к е , ш г Ь ю щ е м ъ п 

с т о р о н ъ , с у м м а в н у т р е н н и х ъ у г л о в ъ р а в н а 2 d ( « — 2 ) 

( § 4 - 1 ) , т о к а ж д ы й в н у т р е н н і й у г о л ъ п р а в и л ь н а г о м н о г о -

у г о л ь н и к а о п с т о р о н а х ъ р а в е н ъ 2 с л ѣ А ° в - B H Y " 

т р е н н і й у г о л ъ п р а в и л ь н а г о м н о г о у г о л ь н и к а з а в и с и т ъ 

т о л ь к о о т ъ ч и с л а е г о с т о р о н ъ . 
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2 . П р а в и л ь н ы е о д н о и м е н н ы е м н о г о у г о л ь н и к и , т . е . 
т а к і е , к о т о р ы е и м ѣ ю т ъ о д и н а к о в о е ч и с л о с т о р о н ъ , и м е ю т ъ 

в с е г д а и р а в н ы е у г л ы . 
3 . П р а в и л ь н ы е о д н о и м е н н ы е м н о г о у г о л ь н и к и п о д о б н ы , 

п о т о м у ч т о у г л ы и х ъ р а в н ы и с т о р о н ы п р о п о р ц і о -
н а л ь н ы ( § 6 2 ) . 

і . П е р и м е т р ы п р а в и л ь н ы х ъ о д н о и м е н н ы х ъ м н о г о у г о л ь -

н и к о в ъ о т н о с я т с я к а к ъ с т о р о н ы и х ъ ( § 6 3 ) . 

§ 1 2 6 . Т Е О Р Е М А . Оісоло всякаго правильною много-

гуольника мооісио описать кругъ. 
с Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о ABCD El' ( ч е р . 

1 8 0 ) е с т ь п р а в и л ь н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ : 
чР All—ВС—CD.. \ LA=LB-LC... 

№ Е с л и р а з д е л и м ъ д в а у г л а А а В п о -
/ а п о л а м ъ п р я м ы м и АО и ВО, т о т о ч 

V • - У к а и х ъ г і е р е с е ч е н і я О б у д е т ъ ц е н т р о м ъ 
Черт. 1 8 0 . о п и с а н н а г о к р у г а . В ъ с а м о м ъ д ѣ л е , 

с о е д и н и в ъ т о ч к у О с о в с е м и в е р ш и н а м и м н о г о у г о л ь н и к а 
и о п у с т и в ъ о т ъ э т о й ж е т о ч к и п е р п е н д и к у л я р ы н а в с е 
с т о р о н ы е г о , з а м е т и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к ъ АОВ р а в н о б е д -
р е н н ы й , п о т о м у ч т о у г л ы AB О и В АО, к а к ъ п о л о в и н ы 
р а в н ы х ъ у г л о в ъ , р а в н ы ; с л е д о в . / 1 0 = OB и AM = MB 
is 2 5 с л ѣ д с т . ) , т . е . п е р п е н д и к у л я р ъ ОМ д е л и т ъ с т о р о н у 
AB п о п о л а м ъ . Д а л е е , т р и у г о л ь н и к и АОВ и ВОС, и м е ю щ і е 
о б щ у ю с т о р о н у O B , и к р о м е т о г о , по п о л о ж е н і ю , 
АВ-ВС, а по п о с т р о е н і ю £АВО=/-СВО, р а в н ы ; с л е д . 
т р и у г о л ь н и к ъ ВОС т а к ж е р а в н о б е д р е н н ы й , и АСВО= 
АВСО-, и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о л и н і я СО д е л и т ъ у г о л ъ 
С, а п е р п е н д и к у л я р ъ ON-сторону ВС п о п о л а м ъ , и ч т о 

АО - ВО - ОС и ОМ = ON. 

П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ н а х о д и м ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и 
ВОС и COD, и м е ю щ і е о б щ у ю с т о р о н у ОС и , к р о м е 
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B i f с т о г о , по п о л о ж е и і ю , ВС = CD и , по 
д о к а з а н н о м у , /-BCO—/-DCO, р а в н ы . 
С л ѣ д о в . т р и у г о л ь н и к ъ COD т а к ж е р а -

в н о б е д р е н н ы й и A.CDO = Z . DCO; 
и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о линіп DO д'І>-

f и в л и т ъ у г о л ъ D, а п е р п е н д и к у л я р ъ ОР— 
Черт. 480. с т о р о н у CD п о п о л а м ъ , и ч т о ОС-OD 

и ON = OP. 

Р а з с у ж д а я т а к и м ъ о б р а з о м ъ д а л ѣ е з а к л ю ч а е м ъ , ч т о : 
OA = OB - ОС = OD = ОЕ = OF; 
ОМ = ON = OP = OQ = Oli = OS, 

т . е . т о ч к а О о т е т о и т ъ о т ъ в с ѣ х ъ в е р н і и н ъ м н о г о у г о л ь -
н и к а н а о д н п а к о м ъ р а з с т о я н і и и т а к ж е о т ъ в с ѣ х ъ с т о -
р о н ъ е г о н а о д и н а к о м ъ р а з с т о я н і и . С л ѣ д о в . е с л и и з ъ 
т о ч к и О о п и ш е м ъ к р у г ъ р а д і у с о м ъ OA, т о э т о т ъ к р у г ъ 
н р о й д е т ъ ч р е з ъ в с ѣ т о ч к и А, В, С... и б у д е т ъ п о э т о м у 
к р у г о м ъ о п и с а н н ы м ъ о к о л о м н о г о у г о л ь н и к а . 

Т о ч к а О , ц е н т р ъ о п и с а н н о г о к р у г а , н а з ы в а е т с я т а к ж е 
центромъ многоугольника. Л и н і я OA н а з ы в а е т с я радіусомъ 
о п и с а н н а г о к р у г а , а п е р п е н д и к у л я р ъ ОМ, о п у щ е н н ы й 
и з ъ ц е н т р а н а с т о р о н у , — шюѳемою. 

И з ъ п р и в е д е н н ы х ъ в ъ э т о м ъ § р а з с у ж д е н і й с л ѣ д у е т ъ : 
1 ) В с ѣ л и н і и , д ѣ л я щ і я у г л ы п р а в и л ь н о г о м н о г о у г о л ь -

н и к а п о п о л а м ъ , с х о д я т с я в ъ о д н о й т о ч к т , , — в ъ ц е м т р ѣ 
м н о г о у г о л ь н и к а ; в ъ э т о й ж е т о ч к ѣ с х о д я т с я и в с ѣ п е р -
п е н д и к у л я р ы , в о з с т а в л е н п ы е и з ъ с р е д и н ъ с т о р о н ъ е г о . 

2 ) Д л я н а х о ж д е и і я ц е н т р а м н о г о у г о л ь н и к а м о ж н о , в м ѣ -
с т о т о г о , ч т о б ы р а з д ѣ л и т ь д в а у г л а е г о п о п о л а м ъ , р а з -
д ѣ л и т ь д в ѣ к а к і я н и б у д ь с т о р о н ы п о п о л а м ъ , и и з ъ с р е -
д и н ъ и х ъ в о з с т а в и т ь п е р п е н д и к у л я р ы ; п е р е с ѣ ч е н і е м ъ 
э т и х ъ п е р п е н д и к у л я р о в ъ о п р е д ѣ л и т с я т а к ж е ц е н т р ъ м н о -
г о у г о л ь н и к а . 

3 ) В с ѣ у г л ы п р и ц е н т р ѣ : АОВ, ВОС, COD... р а в н ы 
м е ж д у с о б о ю , и к а ж д ы й р а в е н ъ ч е т ы р е м ъ п р я м ы м ъ д ѣ -
л е н н ы м ъ н а ч и с л о с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а . 
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4 ) Р о в н о с т о р о н н і й м н о г о у г о л ь н и к ъ в п и -
с а н н ы й ABCDEF ( ч е р т . 1 8 1 ) б у д е т ъ 

j J c в с е г д а и - р а в и о у г о л ы і ы м ъ , т . е . п р а в и -
л ь н ы м ъ , п о т о м у ч т о , в с л ѣ д с т в і е р а в е н -
с т в а д у г ъ AB, ВС, CD..., с т я г и в а е м ы х ъ 

"черт 18l" с т о р о н а м и м н о г о у г о л ь н и к а , в с ѣ у г л ы 
е г о и м ѣ ю т ъ о д и н о к у ю м ѣ р у . 

Р а в н ы м ъ о б р а з о м ъ р а в н о у г о л ь н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ 
в п и с а н н ы й ABCDEF(черт. 1 8 1 ) б у д е т ъ в с е г д а и р а в н о -
с т о р о н н и м ъ , т . е . п р а в и л ь н ы м ъ , п о т о м у г ч т о и з ъ р а в е н с т в а 
д у г ъ , и з м ѣ р я ю щ и х ъ е г о у г л ы , с л ѣ д у е т ъ р а в е н с т в о д у г ъ , 
с т я г и в а е м ы х ъ е г о с т о р о н а м и ; т а к ъ н а п р . и з ъ р а в е н -
с т в а д у г ъ BCDEF и С DEFA, с о о т в ѣ т с т в у ю щ и х ъ р а в -

н ы м ъ у г л а м ъ А и В, с л ѣ д у е т ъ , ч т о д у г а ВС р а в н я е т с я 
д у г ѣ AF. 

5 . Д і а м е т р ъ , п р о х о д я щ і й ч р е з ъ в е р ш и н у о д н а г о и з ъ 
у г л о в ъ н р а в и л ь н а г о в о и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а , и л и ч р е з ъ 
с р е д и н у о д н о й и з ъ е г о с т о р о н ъ , д ѣ л и т ъ м н о г о у л ь н и к ъ 
н а д в ѣ р а в н ы я ч а с т и . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , т а к о й д і а м е т р ъ 
п р о й д е т ъ или ч р е з ъ в е р ш и н у п р о т и в у п о л о ж н а г о у г л а и л и 
ч р е з ъ с е р е д и н у п р о т и в у п о л о ж н о й с т о р о н ы , п о т о м у ч т о 
д і а м е т р ъ д ѣ л и т ъ о к р у ж н о с т ь н а д в ѣ р о в н ы я ч о с т и ; п р и 
н а л о ж е н і и ж е э т и х ъ ч а с т е й — к а к ъ п о л у о к р у ж н о с т и т а к ъ и 
ч а с т и в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а с о в п а д у т ъ . 

§ 1 2 7 . Т Е О Р Е М А . ВО вслкій правильный многоуголь-
никъ можно описать кругъ. 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у § , ц е н т р ъ п р а -
в и л ь н а я м н о г о у г о л ь н и к а о т е т о и т ъ о т ъ в с ѣ х ъ с т о р о н ъ 
е г о н а о д и н а к о м ъ р а з с т о я н і и , т о к р у г ъ , о п и с а н н ы й и з ъ 
т о г о ж е ц е н т р а р а д і у с о м ъ р а в н ы , ч ъ а п о ѳ е . м ѣ , б у д е т ъ к а -
с а т ь с я в с ѣ х ъ с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а , и б у д е т ъ п о э т о -
м у в п и с а п н ы м ъ к р у г о м ъ . 

В е л ѣ д с т в і е э т о г о а п о ѳ е м о н а з ы в а е т с я т а к ж е радіусомъ 
описаннаго круга. 
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§ 1 2 8 . Т Е О Р Е М А . Равноугольный многоугольникъ опи-
санный будетъ всегда равностороннііі m• е. правильный. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ABCDEF(4VßT. 182) 
е с т ь р а в н о у г о л ь н ы й о п и с а н н ы й 
м н о г о у г о л ь н и к ъ : А — В — С—; 

D т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
АВ = ВС = CD .. 

Доказ. С о е д и н и в ъ ц е н т р ъ О 
с ъ в е р ш и н а м и м н о г о у г о л ь н и к а , и 

Черт. -182. п р о в е д я р а д і у с ы ОМ и ON в ъ т о ч к и 
к а с а н і я M и N, н а х о д и м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е | т р и у г о л ь н и к и 
MOB и NOB, и м ѣ ю щ і е о б щ у ю г и п о т е н у з у OB и р а в н ы е 
к а т е т ы ОМ и ON, р а в н ы ( § 2 5 ) ; с л ѣ д о в . /LMBO = 
Z-NBO, т . е. л и н і я , с о е д и н я ю щ а я ц е н т р ъ с ъ в е р ш и н о ю 
к а к о г о н и б у д ь у г л а м н о г о у г о л ь н и к а , д ѣ л и т ъ э т о т ъ у г о л ъ 
п о п о л а м ъ . В с л ѣ д с т в і е э т о г о т р и у г о л ь н и к и АОВ и ВОС, 
и м ѣ ю щ і е о б щ у ю с т о р о н у O B а по д о к а з а н н о м у , Z . А В О = 
Z. СВО и к р о м ѣ т о г о Z . ВАО — Z . ВСО, к а к ъ п о л о -
в и н ы р а в н ы х ъ у г л о в ъ , р а в н ы , и п о т о м у AB = ВС. 

П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ ' д о к а з ы в а е т с я р а в е н с т в о и 
д р у г и х ъ с т о р о н ъ . 

Обратная теорема. Равностороннгй описанный много-
угольникъ будетъ всегда и равноугольный, т. е. правильный. 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ о п и с а н н о м ъ м н о г о у г о л ь н и к е ABCDEF 
( ч е р т . 182) AB = ВС = CD...; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

А=В - С... 
Доказ. И з ъ р а в е н с т в а п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и -

к о в ъ MOB и BON, и м ѣ ю щ и х ъ о б щ у ю г и п о т е н у з у и 
р а в н ы е к а т е т ы ОМ и ON, с л ѣ д у е т ъ : Z ABO — Z . СВО, 
т . е . л и н і я , с о е д и н я ю щ а я ц е н т р ъ с ъ в е р ш и н о ю к а к о г о 
н и б у д ь у г л а , д е л и т ъ э т о т ъ у г о л ъ п о п о л а м ъ . В с л ѣ д с т в і е 
э т о г о т р и у г о л ь н и к и АОВ и ВОС р а в н ы , п о т о м у ч т о и м ѣ -
ю т ъ о б щ у ю с т о р о н у OB, и к р о м ѣ т о г о , AB = ВС и 
/. Л ВО = СВО; и з ъ р а в е н с т в а ж е э т и х ъ т р и у г о л ь н и -
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п о в ъ с л ѣ д у е т ъ , ч т о Z . ВАО = ВСО; а т а к ъ к а к ъ , по д о -
к а з а н н о м у , у г л ы ВАО и ВСО с у т ь п о л о в и н ы у г л о в ъ 
А и С, т о .4 г = С. 

П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я р а в е н с т в о и 
д р у г и х ъ у г л о в ъ . 

§ 1 2 9 . Т Е О Р Е М А . Периметры правильныхъ одноимен-
ныхъ многоугольниковотносятся какъ радіусы вписапныхъ 
или огтсанныхъ круговъ. 

Доказ. П у с т ь б у д у т ъ A BCDEFu A iHlClDlElFl ( ч е р . 1 8 3 ) 
с д в а о д н о и м е н н ы е п р а -

в , с , с и л ь н ы е м н о г о у г о л ь н и -
м Д \ к и , О и О, и х ъ ц е н т р ы . 

> л А , \ °> С о е д и н и м ъ О с ъ т о ч к а -
Р ми А и В и о п у с т и м ъ 

и з ъ О п е р п е н д и к у л я р ъ 
Черт . 1 8 3 . ом н а с т о р о н у AB; 

д а л ѣ е с о е д и н и м ъ О , с ъ т о ч к а м и А , и В , и о п у с т и м ъ 
и з ъ О, п е р п е н д и к у л я р ъ н а с т о р о н у А,В,. Т р и у г о л ь н и -
к и ОВА и OtB{At, в ъ к о т о р ы х ъ у г л ы ОВА и ОАВ 
с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы у г л а м ъ O l B l A l и к а к ъ 
п о л о в и н ы р а в н ы х ъ у г л о в ъ ( § 1 2 6 ) , п о д о б н ы ; с л е д о в . 
А В OA ОМ „ 
— — = — — = — — • Н о т а к ъ к а к ъ п е р и м е т р ы п р а -
AtBt 0,А, О.ІУ, 
в и л ь н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о т н о с я т с я к а к ъ с т о р о н ы 
( § 1 2 5 с л е д с . 4.) , т о : 

А В -л-В С -X-CD _ А_В_ _ 0_А_ _ 0_М 
AtB{ -t- Bß,-*- CtD, '-+-" ~А,В, - 0,А, ~~ 0.ДГ, " 

Н з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л е д у е т ъ , ч т о п е р и м е т р ы д в у х ъ 
о д н о и м е н н ы х ъ п р а в и л ь н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , и з ъ к о т о -
р ы х ъ о д и н ъ в п и с а н ъ в ъ к р у г ъ , , - а д р у г о й о п и с а н ъ о к о л о 
н е г о , о т н о с я т с я м е ж д у с о б о ю к а к ъ а и о ѳ е м а в п и с а н н а г о 
м н о г о у г о л ь н и к а к ъ р а д і у с у к р у г а . 
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§ 1 3 0 . З А Д А Ч А . ПО дачной стороіиь npam.itнам впи-
санною многоугольника определить сторону одноименно-
го описанного многоугольника. 

Рѣшеніе. П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч е р т . 184 . ) п р а в и л ь -
л , М і и , п ы й в п и с а н н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ . 

О п у с т н в ъ и з ъ ц е н т р а п е р п е н д и -
N 

. ' к у л я ы н а с т о р о н ы е г о и п р с -
д о л ж и в ъ и х ъ до н е р е с ѣ ч е н і я с ъ 

/ / ' о к р у ж н о с т ь ю , п р о в е д е м ъ ч р е з ъ т о ч -
р ' к и MtN, JP,...касательный; т а к и м ъ 

п , о б р а з о м ъ с о с т а в и т с я о п и с а н н ы й 
Черт. 184. м н о г о у г о л ь н и к ъ А ,В ,С ,D ,Е ,F,, к о -

т о р а г о у г л ы р а в н я ю т с я у г л а м ъ в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а , 
п о т о м у ч т о с т о р о н ы и х ъ в з а и м н о п а р а л л е л ь н ы . В с л ѣ д с т в і е 
э т о г о ( § 1 2 8 ) о п и с а н н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ б у д е т ъ п р а -
в и л ь н ы й . З а м ѣ т и м ъ , ч т о в е р ш и н ы д в у х ъ с о о т в ѣ т с в е н н ы х ъ 
у г л о в ъ А, и .4 и ц е н т р ъ О л е ж а т ъ н а о д н о й п р я м о й л и -
ш и , п о т о м у ч т о и з ъ р а в н ы х ъ п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и -
у г о л ь н и к о в ъ А , 5 , 0 и А,М,0 с л ѣ д у е т ъ , ч т о л и и і я OA, 
д ѣ л и т ъ у г о л ъ S,ON, п о п о л а м ъ , а и з ъ р а в н ы х ъ п р я -
м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ ASO и АМО с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
д и н і я 0.4 д ѣ л и т ъ т о т ъ ж е у г о л ъ п о п о л а м ъ ; с л ѣ д о в . л и н і и 
OA, и OA с о в п а д а ю т ъ . 

И з ъ п о д о б н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ АОВ и А,0,В1 н а х о -
д и м ъ ( § 4 8 с л ѣ д с т в і е ) : 

А,В, _ (Ш, . 
AB ~ О AI 

а и з ъ п р я м о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а М О А : 

ОМ = V OA2 — AM'2 : 

н о т а к ъ к а к ъ АМ — 4 г ~ , to ОМ—\ О А г — • В с т а -
2 V 4-

в и в ъ э т о в ы р а ж е ш е в ъ п р е д ъ и д у щ у ю п р о п о р ц н о , п о л у ч и м ъ 
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Л Л 
А В 

ОМ, 

у - ^ щ 

О з н а ч и м ъ ч р е з ъ и ч и с л о с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а 
ABCDEF, ч р е з ъ ап с т о р о н у е г о , ч р е з ъ Ьп с т о р о н у о п и -
с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а и ч р е з ъ г р а д і у с ъ к р у г а , т о г д а 
п р е д ъ и д у щ а я п р о п о р ц і я п р и и и м а е т ъ в и д ъ : 

Ь„ г 

и о т с ю д а 

С ъ п о м о щ і ю э т о г о в ы р а ж е н і я м о ж н о , по д а н н о й с т о р о -
и ѣ в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а , о н р е д ѣ л и т ь с т о р о н у о д н о -
и м е н н а г о о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а . 

Е с л и п р е д ъ и д у щ е е у р а в н е н і е в о з в ы с и м ъ в ъ к в а д р а т ъ 
и о г і р е д ѣ л и м ъ и з ъ н е г о аи, т о п о л у ч и м ъ : 

Ь... г 

Ѵ \ F • 
R - Т 

С ъ п о м о щ і ю э т о г о в ы р а ж е н і я м о ж н о , по д а н н о й с т о р о н ѣ 
о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а , о п р е д ѣ л и т ь с т о р о н у о д н о -
и м е н н а г о в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а . 

Ч т о б ъ о п и с а т ь м н о г о у г о л ь н и к ъ о д н о и м е н н ы й с ъ в п и -
с а н н ы м ъ м н о г о у г о л ь н и к о м ъ ABCDEF 
( ч е р т . 1 8 5 ) , м о ж н о т а к ж е п р о в е с т и 
к а с а т е л ь н ы й в ъ в е р ш и н а х ъ А, В, С. . 
в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а М н о г о -
у г о л ь н и к ъ A,B,ClD,E,Fl, т а к и м ъ 
о б р а з о м ъ с о с т а в л е н н ы й , б у д е т ъ р а -
в н о у г о л ь н ы й , п о т о м у ч т о в с ѣ у г л ы 

Черт. 185. е г о и м ѣ ю т ъ о д и н а к у ю м ѣ р у ( § 9 7 ) ; 
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с л ѣ д о в . э т о т ъ м н о г о у г о л ь н и к ъ , по § 1 2 8 , б у д е т ъ п р а -
в и л ь н ы й . 

§ 1 3 1 . З А Д А Ч А . Удвоить число сторонъ правильною 
вписанною многоугольника. 

Рѣгиепге. П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч е р т . \ 8 6 ) п р а в и л ь -
н ы й в п и с а н н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ . 
О п у с т и м ъ и з ъ ц е н т р а п е р п е н д и к у -

я л я р ы н а с т о р о н ы е г о , и п р о д о л ж и м ъ 
и х ъ до п е р ѳ с ѣ ч е н і я с ъ о к р у ж н о с т ь ю ; 

с т о ч к и п е р е с ѣ ч е н і я M, N, Р, Q... 
с о е д и н и м ъ с ъ т о ч к а м и Л , В, С, D... 
М н о г о у г о л ь н и к ъ AMBNC..., т а к и м ъ 

d - о б р а з о м ъ с о с т а в л е н н ы й , и м ѣ е т ъ 
Черт, j86. в д в о е б о л ь ш е с т о р о н ъ , н е ж е л и м н о -

г о у г о л ь н и к ъ ABCDEF, а т а к ъ к а к ъ д у г и AB, ВС, CD... 
в ъ т о ч к а х ъ M, N, Р... д ѣ л я т с я п о п о л а м ъ ( § 8 4 ) , и 
AM~MB=BN..., т о э т о т ъ м н о г о у г о л ь н и к ъ б у д е т ъ р а в -
п о с т о р о н н і й , с л ѣ д . , п о § 1 2 6 с л ѣ д с . 4', п р а в и л ь н ы й . 

О ч е в и д н о , ч т о п р и у д в о е н і и ч и с л а с т о р о н ъ п е р и м е т р ъ 
в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а у в е л и ч и в а е т с я . 

С о е д и н и в ъ ц е н т р ъ с ъ в е р ш и н о ю А, н а х о д и м ъ и з ъ 
т р и у г о л ь н и к а О A M ( § 5 9 ) : 

AM- = OA' -t- ОМ- — 2 ОМ. О G-, 

но и з ъ н р я м о у г о л ь и а г о т р и у г о л ь н и к а 0.46' и м ѣ е м ъ : : 

0G = V OA" 

В с т а в и в ъ э т о в ы р а ж е п і е в ъ п р е д ъ и д у і ц е е у р а в н е н і е , 
и з а м ѣ т и в ъ , ч т о OA = ОМ, н а х о д и м ъ : 

r r 2 ОМ"- — 2 ОМ 
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О з н а ч и м ъ ч р е з ъ п ч и с л о с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а 
ABCDEF, ч р е з ъ ап с т о р о н у е г о , ч р е з ъ aîn с т о р о н у м н о -
г о у г о л ь н и к а AMBNC..., и .мѣющаго в д в о е б о л ь ш е с т о -
р о н ъ , и ч р е з ъ г р а д і у с ъ к р у г а , т о г д а п р е д ъ и д у щ е е у р а в -
н е н і е п р и м е т ь в и д ъ : 

n 2 г 2 — 2/- \ J г 2 — ^ . 

С ъ п о м о щ і ю э т о г о у р а в н е н і я м о ж н о , по д а н н о й с т о р о н ѣ 
в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а о п с т о р о н а х ъ , опредѣлитг , 
с т о р о н у в п и с а н н а г о ж е м н о г о у г о л ь н и к а о 2 п с т о р о н а х ъ . 

П р и л а г а я э т о в ы р а ж е н і е н е с к о л ь к о р а з ъ с р я д у , п о л у -
ч а е м ъ п о с л е д о в а т е л ь н о с т о р о н ы м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , и м ѣ ю -
щ и х ъ 2 п , I n , 8 п . . . с т о р о н ъ . С ъ п о м о щ і ю ж е в ы р а ж е н і я 
§ 1 3 0 молено о п р е д е л и т ь с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н ы х ъ 
о п и с а н н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ . 

§ 1 3 2 . З А Д А Ч А . Удвоить число сторонъ правильнаго 
описанного многоугольника. 

Рѣшенге. П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч е р т . 1 8 7 ) п р а в и л ь -
л Ъ х г в н ы й о п и с а н н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ . 

Р а з д е л и в ъ д у г и TN, NP, PQ.... 
п о п о л а м ъ , и п р о в е д я к ъ и х ъ с р е -

• с д и н а м ъ G, H, J... к а с а т е л ь н ы я , 
с о с т а в и м ъ о п и с а н н ы й м н о г о у г о л ь -

н а н н к ъ І abedef...., и м е ю щ і й в д в о е 
13 б о л ь ш е с т о р о н ъ , н е ж е л и м н о г о 

у г о л ы ш к ъ ABCDEF. Т а к ъ к а к ъ 
Черт. 187. у г л ы э т о г о м н о г о у г о л ь н и к а и м ѣ -

ю т ъ о д и и а к і я м е р ы ( § 9 7 ) , то о н ъ б у д е т ъ р а в н о у г о л ь -
н ы м ъ и , в с л ѣ д с т в і е э т о г о , п р а в и л ь н ы м ъ ( § 1 2 8 ) . 

О ч е в и д н о , ч т о при у д в о е н і и ч и с л а с т о р о н ъ п е р и м е т р ъ 
о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а у м е н ь ш а е т с я . 

§ 1 3 3 . З А Д А Ч А . Определить сторону правильнаго впи-
санного триуголышка. 
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Реиіеніе. Г І ѵ с т ь б у д е т ъ ABC ( ч е р . 1 8 8 ) р а в н о с т о р о н н і й 
в п и с а н н ы й т р и у г о л ь н и к ъ . П р о в е д я д і а -
м е т р ъ BF и р а д і у с ъ OA з а м ѣ т и м ъ , ч т о 
линія # / ' д ѣ л и т ъ у г о л ъ j K п о п о л а м ъ ( § 1 2 6 ) ; 
в с л ѣ д с т в і е э т о г о т р и у г о л ь н и к и ABE и 

с СВЕ р а в н ы , и л и н і я BE п е р п е н д и к у -
л я р н а к ъ с т о р о н ѣ А С . Т а к ъ к а к ъ в ъ 

Черт. 188. п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ A B E 
и АОЕ у г л ы ABE и 0 . 4 С , к а к ъ п о л о в и н ы р а в н ы х ъ 
у п о в ъ р а в н ы , т о э т и т р и у г о л ь н и к и п о д о б н ы , и п о т о м у 

П о 

т . е . р а д і у с ъ OF д ѣ л и т с я в ъ т о ч к ѣ Е п о п о л а м ъ . 

Д а л ѣ е и з ъ п р я м о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а АОЕ н а х о -
АС 

д и м ъ : АЕг = АО2 — ОЕ2, а т а к ъ к а к ъ Л £ = — , т о , о з -

АС2_ а г2_3>-2 

н а ч и в ъ р а д і у с ъ к р у г а ; ч р е з ъ г , п о л у ч и м ъ : - ^ - — г — — 

С о к р а т и в ъ н а 4. и и з в л е к а я к в а д р а т н ы й к о р е н ь , н а х о -
д и м ъ : А С — г \ / 3 . 

§ 1 3 4 - . З А Д А Ч А . Определить сторону впнсшшшо 
квадрата. 

Рѣхиеніе. П у с т ь б у д е т ъ ABCD ( ч е р т . 1 8 9 ) в п и с а н н ы й 
— - в к в а д р а т ъ и г р а д і у с ъ к р у г а . П р о в е д я д і а -

г о н а л и АС и DB и з а м ѣ т и в ъ , ч т о о н и 
в з а и м н о п е р п е н д и к у л я р н ы и д ѣ л я г с я п о -
п о л а м ъ ( § 4 . 5 ) , з а к л ю ч а е м ъ , ч т о т о ч к а п е -
р е с ѣ ч е н і я и х ъ с о в п а д а е т * с ъ ц е н т р о м ъ , 

Черт. 189. и ч т о АОВ е с т ь п р я м о й у г о л ъ ; с л ѣ д о в . 
AB1 =. АО* -+- OB*—Яг1; и п о т о м у AB—г \/ 2 . 

О ч е в и д н о , ч т о е с л и п р о в е д е м ъ д в а п е р п е н д и к у л я р -
н ы х ъ м е ж д у с о б о ю д і а м е т р а АС a DB ( ч е р т . 1 8 9 ) и с о е -
д и н и м ъ к о н ц ы и х ъ , т о ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ ABCD, т а к и м ъ 
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о б р а з о м ъ с о с т а в л е н н ы й , б у д е т ъ к в а д р а т ъ , п о т о м у ч т о 
с т о р о н ы е г о , к а к ъ х о р д ы с т я г и в а ю щ і н р а в н ы я д у г и , б у -
д у т ъ р а в н ы , и к а ж д ы й и з ъ е г о у г л о в ъ , о п и р а я с ь н а ді-
а м е т р ъ , б у д е т ъ п р я м о й . 

З н а я с т о р о н у в п и с а н н а г о к в а д р а т а , м о ж н о , с ъ н о м о -
щ і ю в ы р а ж е и і я § 1 3 1 , п о с л ѣ д о в а т е л ь н о о п р е д ѣ л и т ь с т о -
р о н ы п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о о с м и у г о л ь н и к а , ш е с т н а д ц а -
т и у г о л ы ш к а и т . д . 

§ 1 3 5 . З А Д А Ч А . Определить сторону правильного впи-
санною гиест »угольника. 

в Решеніе. П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч . 1 9 0 ) 
\\ п р а в и л ь н ы й в п и с а н н ы й ш е с т и у г о л ь н и к ъ . 

\\ С о е д и н и в ъ ц е н т р ъ О с ъ т о ч к а м и А и 
/Iе ч(іо» 

Л з а м ѣ т и м ъ , ч т о Z . АОВ — = 6 0 ° ; 

D с л ѣ д . с у м м а д в у х ъ у г л о в ъ В АО и AB О 
Черт. 190. р а в н а 1 8 0 ° — 6 0 ° = 1 2 0 ° , а т а к ъ к а к ъ , 

в с л ѣ д с т в і е р а в е н с т в а с т о р о н ъ OA и O B , э т и у г л ы р а в н ы , 
1 2 0 ° 

т о к а ж д ы й и з ъ н и х ъ р а в е н ъ — = 6 0 ° . И з ъ э т о г о с л ѣ -

д у е т ъ , что АОВ е с т ь р а в и о с т о р о и н і й т р и у г о л ь н и к ъ , и ч т о 
сторона правильного вписаннаго шестиугольника равняется 
радіусу. 

И з ъ с к а з а н н а г о з а к л ю ч а е м ъ , ч т о х о р д а р а в н а я р а д і -
у с у , с т я г и в а е т ъ д у г у в ъ 0 0 " , и ч т о н а в с я к о й о к р у ж -
н о с т и р а д і у с ъ о т к л а д ы в а е т с я р о в н о ш е с т ь р а з ъ . 

З н а я с т о р о н у п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о ш е с т и у г о л ь н и к а , 
м о ж н о , с ъ п о м о щ і ю в ы р а ж е и і я ( § 1 3 1 ) , п о с л ѣ д о в а т е л ь н о 
о п р е д ѣ л и т ь с т о р о н ы п р а в и л ь н а г о д в е н а д ц а т и у г о л ь н и к а , 
д в а д ц а т и ч е т ы р е х ъ у г о л ы і и к а и т . д . 

§ 1 3 6 . З А Д А Ч А . Определить сторону правильного впи-
саннаго десятиугольника. 
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Р/ыиепіе. П у с т ь б у д е т ъ AB ( ч е р т . - 1 9 1 ) 
с т о р о н а п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о д е с я т и у -
г о л ь н и к а . С о е д и н и м ъ ц е н т р ъ О с ъ т о ч к а -
ми А и В и з а м ѣ т и м ъ , ч т о Z . АОВ = 
3 6 0 ° 
т т г — = 3 6 ° . С у м м а д в у х ъ у г л о в ъ ВАО и 

Черт. 191. 1 0 J 1 1 

A B O р а в н а 1 8 0 ° — 3 6 ° = 1 4 . 4 ° , а т а к ъ к а к ъ э т и у г л ы 
1 4 4 . 0 

р а в н ы , т о к а ж д ы й и з ъ н и х ъ р а в е н ъ — — = ' 2 ° . Е с л и л с е 

л и н і е ю АС р а з д ѣ л и м ъ у г о л ъ О AB п о п о л а м ъ , т о Z О А С — 

/LAOCzГ36°, И п о т о м у ОС=АС. Д а л ѣ е , т а к ъ к а к ъ в ъ 

т р и у г о л ь н н к ѣ ABC о д и н ъ у г о л ъ р а в е и ъ 3 6 ° и д р у г о й 

7 2 ° , т о т р е т і й у г о л ъ С б у д е т ъ р а в н я т ь с я 7 2 ° , с л ѣ д . Z . А С В = 

Z ABC = 7 2 ° , и п о т о м у AB = AC = ОС. З а м ѣ т и в ъ 

т е п е р ь , ч т о л и н і я АС д ѣ л и т ъ у г о л ъ О AB п о п о л а м ъ , н а -

х о д и м ъ ( § 5 6 ) : ^ = или, з а м ѣ н и в ъ AB ч р е з ъ ОС, 

OA ОС 
и м ѣ е м ъ : = тгг,', н о ОС р а в н я е т с я с т о р о н ѣ в п и с а н -

UL La 
н а г о д е с я т и у г о л ь н и к а AB, с л ѣ д о в . сторона правильнаго 
вписаннаго деслтиі/іольниіса равняется большей части ра-
dhjca разделенного въ крагінс.иъ и срсднемъ отношсніи. 

Е с л и о з н а ч и м ъ р а д і у с ъ к р у г а ч р е з ъ г и с т о р о н у в п и -
r а 

с а н н а г о д е с я т и у г о л ь н и к а ч р е з ъ а, т о — — - — - ; с о -

с т а в н в ъ п р о и з в е д е н і е с р е д н и х ъ и к р а й и и х ъ ч л е н о в ъ , 
н а х о д и м ъ : а 2 = г " — а г , п л и я 2 - + - o r = . ?-2, и о т с ю д а : 

V 5 г'" \ / 5 — 1 
2 2 ' 2 

З н а я с т о р о н у п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о д е с я т и у г о л ь н и -
к а м о ж н о , с ъ п о м о щ і ю в ы р а л ; е п і я § 1 3 1 , п о с л е д о в а т е л ь -
н о о п р е д е л и т ь с т о р о н ы п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о д в а д ц а -
т и у г о л ь н и к а , с о р о к а у г о л ь н и к а и т . д . 
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Замѣчаніе. Н а о с н о в а п і и ' с к а з а н н а г о в ъ § § 1 3 1 , 1 3 4 , 1 3 5 
и 1 3 6 з а к л ю ч а е м ъ , ч т о с ъ п о м о і ц і ю л и н е й к и и ц и р к у л я 
мол.-но п о с т р о и т ь : 1 ) п р а в и л ь н ы й в п и с а н н ы й ч е т ы р е у -
г о л ь н н к ъ , с л ѣ д . и м н о г о у г о л ь н и к и 8 , " 1 6 . . , с т о р о н ъ ; 2 ) 
п р а в и л ь н ы й в п и с а н н ы й т р и у г о л ь н и к ъ и ш е с т и у г о л ь н и к ъ , 
с л ѣ д о в . и м н о г о у г о л ь н и к и 1 2 , 2 4 . . . с т о р о н ъ , 3 ) п р а -
в и л ь н ы й в п и с а н н ы й д е с я т и у г о л ь н и к ъ , с л е д о в и м н о г о -
у г о л ь н и к и 2 0 , 4 0 . . . . с т о р о н ъ . М о ж н о т а к ж е п о с т р о и т ь 
п р а в и л ь н ы й в п и с а н н ы й п я т н а д ц а т и у г о л ы ш к ъ ( з з д а ч а 1 4 5 ) , 
с л ѣ д о в . и м н о г о у г о л ь н и к и 3 0 , 6 0 . . . с т о р о н ъ . 

Г а у с ъ п о к а з а л ъ в о з м о ж н о с т ь п о с т р о е н і я , с ъ п о м о щ і ю 
л и н е й к и и ц и р к у л я , п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о с е м н а д ц а -
т и у г о л ы ш к а и в о о б щ е в с я к а г о п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о 
м н о г о у г о л ь н и к а о 2 " - н 1 с т о р о н а х ъ , е с л и т о л ь к о 2"-ч-1 
е с т ь ч и с л о п е р в о е . 

З А Д А Ч H . 

1 4 4 . Вписать в ъ к р у г ъ рад іуса г правильный п я т и у г о л ы ш к ъ 
и определить с т о р о н у е го . 

145. В п и с а т ь в ъ к р у г ъ радіуса т р а в и л ь н ы й пятнадцатиуголь-
шікъ и определить с т о р о н у ого. 

1 4 6 . Определить р а д і у с ъ круга в п и с а н н а г о въ квадратъ , е с -
ли радіусъ описаннаго круга р а в е н ъ г . 

147. Определить р а д і у с ъ круга в п и с а н н а г о в ъ правильный 
триугольникъ, если р а д і у с ъ описаннаго к р у г а р а в е н ъ г . 

1 4 8 . Определить р а д і у с ъ круга вписаннаго въ правильный 
шестиугольникъ, если р а д і у с ъ описаннаго круга р а в е н ъ г . 

>149 . Определить р а д і у с ъ к р у г а вписаннаго в ъ правильный 
пятиуголышкъ, если р а д і у с ъ описаннаго к р у г а р а в е н ъ г . 

150. Определить р а д і у с ъ круга вписаннаго в ъ правильный 
десятиугольникъ, если р а д і у с ъ описаннаго круга равеиъ г . 

1 5 1 . Определить с т о р о н у правильнаго двенадцатиугольника 
описаннаго около круга рад іуса г . 

152. Определить с т о р о н у правильнаго двенадцатиугольника 
описаннаго около круга радіуса г . 
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. . . определить стороны правильнаго восьмиугольника впи-
153. ипредьліч» , описаннаго около него, 

саппаго въ кругъ рад.ух . о ™ с а н . ^ ^ ^ „ 

О П Р ^ о н і о S сторона квадрата равна а. . описаннаго около него, есл , в ъ в і и ь н ы І І 

S S . 
голышка равна а в ш . с а н и а г о въ правильный 

нег°' « 
„ „ , n u » Р " ™ «• вписаннаго п щ и и ш Л 

J ^ S S S T U S S S . | L o „ . г . , е » с т о р о н , » » , « -

угольника равна а. В П И оаинаго въ правильный 

Д 5 Г . оннмннаго около „о™, е с л , сторона до-

сятиуголыпіка равнаі е . в п и с а Н н а г о въ правильный 

Ж Ж Х Ж Я Ь . О — „его, о » , сторона 

и ы й ш і о г о у г о л м ш » •• о — г о около и го 0 „ , д , ^ 

около этого многоугольника. 

Г Л А В А V I I . 

И з м ѣ р е и і е п л о щ а д е й . 

Ж готгольшпихъ. СЪЕМКА ПЛАНА. ЗАДАЧ.,. 

Измѣреніе площадей нрямолинсйныхъ Фигуръ. 

« П 7 Ч а с т ь п л о с к о с т и , з а н и м а е м а я к а к о ю - н и б у д ь ф и -

* « м о щ м я 
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п р и н и м а ю т ъ площадь к в а д р а т а , к о т о р а г о с т о р о н а р а в н а 
е д и н и ц ѣ , и эта площадь н а з ы в а е т с я квадратной единицею. 
В с л е д с т в і е э т о г о , и з м е р и т ь площадь к а к о й - н и б у д ь ф и -
г у р ы , з н а ч и т ъ н а й т и о т н о ш е н і е этой площади къ к в а д -
р а т н о й е д и н и ц е . 

Д в е ф и г у р ы , и м ѣ ю щ і я р а в н ы я площади, н а з ы в а ю т с я 
равновеликими. 

О п р е д ѣ л е н і е п л о щ а д е й п р я м о л и н е й н ы х ъ ф и г у р ъ о с н о -
в ы в а е т с я н а е л ѣ д у ю щ е м ъ п р е д л о ж е н і и : 

S 1 3 8 . T к о РЕ м A. Площади двухъ прямоугольниковв, 
и.мѣющихъ одинакія основанія, относится между собою 
какъ высоты. 

с П о л о ж и м ъ , что ABCD и AEFD ( ч е р т . 1 9 2 ) 
с у т ь два п р я м о у г о л ь н и к а , и м ѣ ю щ і е о б щ е е 
о с н о в а н і е AD; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , что 

ABCD AB 
AEFD АЕ м. 

Черт 192 П Локаз. Р а з с м о т р и м ъ д в а с л у ч а я : 

1-й случай. П о л о ж и м ъ , что в ы с о т ы A B и А Е с о и з м е -
римы, и что о б щ а я м е р а Л Ь с о д е р ж и т с я m р а з ъ в ъ A B и 

. г A B m „ . , 
п р а з ъ в ъ А Е , т а к ъ ч т о - ^ = — . Е с л и ч р е з ъ в с е 

т о ч к и д ѣ л е н і я с т о р о н ы A B п р о в е д е м ъ линіи п а р а л л е л ь -
ный с т о р о н е AD, т о н р я м о у г о л ь н и к ъ ABCD р а з д е -
л и т с я н а m, а н р я м о у г о л ь н и к ъ AEFD на п р а в н ы х ъ 

„ ABCD m 
п р я м о у г о л ы ш к о в ъ ( ^ 4 3 ) ; с л е д о в . — — , н п о т о м у 

Л ljvjj 'ft, 

ABCD AB 
AEFD ~ AE ' 
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л 

С 2-й случай. П О Л О Ж И М Ъ , ЧТО В Ы С О Т Ы AB И АЕ 
( ч е р т . 1 9 3 ) н е с о и з м ѣ р п м ы . В ъ э т о м ъ с л у ч а ѣ 

„ ABCD AB 
с п р а в е д л и в о с т ь п р о п о р ц ш A E F J j = j ß 

м о ж н о о б н а р у ж и т ь , д о к а з ы в а я , ч т о о т н о ш е -
. ABCD 

в н і е - н е м о ж е т ъ б ы т ь н и м е н ь ш е н и 
Ч е р т . « 3 . A E 1 ' D 

AB 
б о л ь ш е о т н о ш е ш я • 

ABCD . AB 
В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , п у с т ь j j ^ < ^ . В м ѣ с т о А А 

в о з ь м е м ъ б о л ь ш у ю в е л и ч и н у Ах, т а к ъ ч т о б ы : 
ABCD_ AB 
AEFD - Ах' 

Р а з д ѣ л и в ъ л и н і ю AB н а т а к о е ч и с л о р а в н ы х ъ ч а -
с т е й , ч т о б ы к а ж д а я ч а с т ь б ы л а м е н ь ш е Е х , н а й д е м ъ 
по к р а й н е й м ѣ р ѣ о д н у и з ъ т о ч е к ъ д ѣ л е и і л м е ж д у Е 
и х; п у с т ь б у д е т ъ M т а к а я т о ч к а . Е с л и п р о в е д е м ъ 
MN п а р а л л е л ь н о л и н і и AD и з а м ѣ т и м ъ , ч т о , по п о -
с т р о е н а , л и н і и AB и AM с о и з м ѣ р и м ы , т о , по п р е д ъ -
и д у щ е м у , б у д е м ъ и м ѣ т ь : 

ABCD AB 
AMND — AM 

Р а з д ѣ л и в ъ э т у п р о и о р ц і ю н а н р е д ъ и д у щ у ю , н а х о д и м ъ : 
AEFD Ах 
AMND —AM' 

AEFD 
Н о э т а п р о п о р ц і я н е в ѣ р н а , п о т о м у ч т о о т н о ш . ^ д щ р < . 1 > а 

Асс 

о т н о ш е н і е j y / ^ * - ® 3 1 ' э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о д о п у щ е н і е 

ABCD AB . ABCD AB 
~XËFÏ) = ÄX ИЛИ' ЧТОВСЕ РАВНО' ДОПУЩЕН. — 
и р и в о д и т ъ к ъ п р о т и в у р ѣ ч і ю , и п о т о м у о н о н е с п р а в е д л и в о . 
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П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ м о ж н о д о к а з а т ь , ч т о 

AB 
н е м о ж е т ъ б ы т ь и б о л ь ш е - г = ; для э т о г о с т о и т ъ т о л ь -

АЕ 
к о в м ѣ с т о АЕ в з я т ь м е н ь ш у ю в е л и ч и н у и п о в т о р и т ь 
п р е д ъ и д у щ і я р а з с у ж д е н і я . 

И т а к ъ , в ъ с л у ч а ѣ н е с о н з м ѣ р и м о с т и , т а к ж е к а к ъ в г ь 
с л у ч а ѣ с о и з м ѣ р и м о с т и , и м ѣ е м ъ : 

ABCD AB 
AEFD—AE' 

Т а к ъ к а к ъ к а ж д а я и з ъ с т о р о н ъ п р я м о у г о л ь н и к а м о ж е т ъ 
б ы т ь р а з с м а т р и в а е м а к а к ъ в ы с о т а , а п е р п е н д и к у л я р -
н а я к ъ н е й — к а к ъ о с н о в а н і е , т о и з ъ п р е д ъ и д у щ а г о 
п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : площади прямоугольниковs, имѣю-
щихъ одинакіл высоты, относятся между собою какъ 
основанін. 

§ 1 3 9 . Т Е О Р Е М А . Площадь прямоугольника равняется 
произведению основанія па высоту. 

П у с т ь б у д е т ъ А В CD ( ч е р . 1 9 4 ) 
N ! , г к а к о й н и б у д ь п р я м о у г о л ь -
М І — н и к ъ , к о т о р а г о о с н о в а н і е 

F — . — . g AD о з н а ч и м ъ ч р е з ъ b и 
. D Б I I н в ы с о т у AB ч р е з ъ h , и 

Черт. 194.. MNPQ к в а д р а т ъ , к о т о р а г о 
с т о р о н а р а в н а е д и и и ц ѣ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

ABCJ)_ 
MNPQ -

Доказ. В о о б р а з и м ъ п р я м о у г о л ь н и к ъ EFGH, к о т о р а г о 
о с н о в а н і е Ell р а в н я е т с я о с н о в а н і ю AD п р я м о у г о л ь н и к а 
ABCD, и в ы с о т а EF р а в н а с т о р о н ѣ к в а д р а т а MNPQ; 
т о г д а , по п р е д ъ и д у щ е м у § : 

ABCD _ AB EFGH _ EH 
EFGH ~ EF И MNPQ ~ MN 

П е р е м н о ж и в ъ э т и п р о п о р ц і и , н а х о д и м ъ : 

Г 



ABCD _ AB. Ell 
t'NPQ ~ EF. MN 

Н о , по п о л о ж е н и ю , AB = /.; EU = b; EF — Ж = W 

с л ѣ д о в . 

MNPQ 
Т а к ъ к а к ъ п р и и з м ѣ р е н і и п л о щ а д е й к в а д р а т ъ MNPQ 

п р и н и м а е т с я з а е д и н и ц у , т о 
ABCD = b.h. 

Э т о з н а ч и т ъ , ч т о ч и с л о к в а д р а т н ы х ъ е д и н и ц ъ , з а к л ю -
ч а ю щ и х с я в ъ п л о щ а д и п р я м о у г о л ь н и к а , р а в н я е т с я п р о -
и з в е д е н і ю о с н о в а н і я н а в ы с о т у , п р е д п о л а г а я , ч т о о с н о -
в а н и е и в ы с о т а в ы р а ж е н ы в ъ л и н е й н ы х ъ е д и н и ц а х ъ , 
р а в н ы х ъ с т о р о н ѣ к в а д р а т н о й е д и н и ц ы . Э т о п р е д л о ж е -
н і е в ы р а ж а е т с я с о к р а щ е н н о т а к ъ : площадь прямоуголь-
ника равна произведепію основаніп на высоту. 

П о л о ж и м ъ н а п р . , ч т о в ы с о т а п р я м о у г о л ь н и к а ABCD 
А г ( ч е р т . 1 9 5 ) с о д е р ж и т ъ 5 д ю й м о в ъ , и з о б р а ж е н -

н ы й , ч а с т я м и Ва, ab, be, cd и dA, a о с н о в а н і е 
е г о 3 д ю й м а , и з о б р а ж е н н ы х ъ ч а с т я м и ВІ, 
Im и тС; т о г д а п л о щ а д ь п р я м о у г о л ь н и к а ABCD 
р а в н а 3 . 5 к в . д ю й м ъ = 1 5 к в . д ю й м . Н е 

t " ' С т р у д н о удостовѣриться в ъ с п р а в е д л и в о с т и э т о -
г о в ы в о д а , п р о в е д я ч р е з ъ т о ч к и а , Ь, с и d л и н і и n a -
р а л л е л ы і ы я с т о р о н ѣ ВС, а ч р е з ъ т о ч к и / и m л и ш и п а -
р а л л е л ь н ы й с т о р о н ѣ A B - , п р я м о у г о л ь н и к ъ р а з д ѣ л и т с я т а -
к и м ъ о б р а з о м ъ н а 1 5 р а в н ы х ъ к в а д р а т о в ъ , и з ъ к о т о р ы х ъ 
к а ж д ы й п р е д с т а в л я е т ъ к в а д р а т н у ю е д и н и ц у . 

О ч е в и д н о , ч т о п л о щ а д ь к в а д р а т а , к о т о р а г о с т о р о н а 
е с т ь а, р а в н я е т с я а . а и л и « г ; в с л ѣ д с т в і е э т о г о в т о -
р у ю с т е п е н ь к а к о г о н и б у д ь к о л и ч е с т в а н а з ы в а ю т ъ к в а -
д р а т о м ъ . 

И з ъ с к а з а н н а г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о е с л и о т н о ш е ш е д в у х ъ 
л и н е й н ы х ъ е д и н и ц ъ е с т ь m , т о о т н о ш е ш е т ѣ х ъ ж е 
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к в а д р а т н ы х ъ е д и н и ц ъ б у д е т ъ m 2 . Т а к ъ н а п р . о т н о ш е -
ш е л и н е й н ы х ъ е д и н и ц ъ : с а ж е н и и а р ш и н а , е с т ь 3 ; 
о т н о ш е н і е ж е к в а д р а т н о й с а ж е н и и к в а д р а т н а г о а р ш и -
н а б у д е т ъ З 2 т . е . 9 . 

§ 1 4 . 0 . Т Е О Р Е М А . Площадь всякою параллелограмма 
равняется произведенію основаніп на высоту. 

Щ м с П у с т ь б у т е т ъ ABCD ( ч е р т . 1 9 6 ) п а р а л л е -
л о г р а м м ъ , к о т о р а г о о с н о в а н і е AD о з н а ч и м ъ 
ч р е з ъ b, а в ы с о т у ч р е з ъ /<; т р е б у е т с я д о -
к а з а т ь ч т о п л о щ а д ь п а р а л л е л о г р а м м а ABCD 

Черт. 19G. р а в н а b h. 
Доказ. Е с л и и з ъ т о ч е к ъ А и D в о з с т а в и м ъ п е р п е н д и -

к у л я р ы к ъ с т о р о п ѣ AD и п р о д о л ж и м ъ п р о т и в у п о л о ж н у ю 
с т о р о н у ВС, т о с о с т а в и т с я п р я м о у г о л ь н и к ъ ANMD, к о -
т о р ы й и м ѣ е т ъ с ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ъ ABCD о б щ е е о с н о -
в а н і е и о д и и а к у ю в ы с о т у ; с л ѣ д о в , по п р е д ъ и д у щ е м у § , 
ANMD = b. h. ГІо п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и AN В а 
DMC р а в н ы , п о т о м у ч т о с т о р о н ы AN и AB с о о т в ѣ т -
с т в е н н о р а в н ы с т о р о н а м ъ DM и DC, к а к ъ п а р а л л е л и 
м е ж д у п а р а л л е л я м и ( § 3 7 ) ; е с л и ж е к ъ к а ж д о м у и з ъ 
э т и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ п р и б а в и м ъ по п л о щ а д и ABMD, 
т о н а й д е м ъ , ч т о п а р а л е л о г р а м м ъ ABCD р а в н о в е л и к ъ п р я -
м о у г о л ь н и к у ANMD; с л ѣ д о в . 

ABCD = b. h. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я е л ѣ д у е т ъ : 
1 ) П л о щ а д и д в у х ъ п а р а л л е л о г р а м м о в ъ о т н о с я т с я м е ж -

д у с о б о ю к а к ъ п р о и з в е д е н і я и х ъ о с н о в а н і й н а в ы с о т ы . 
2 ) П л о щ а д и д в у х ъ п а р а л л е л о г р а м м о в ъ с ъ р а в н ы м и о с -

н о в а н і я м и о т н о с я т с я к а к ъ в ы с о т ы . 
3 ) П л о щ а д и д в у х ъ п а р а л л е л о г р а м м о в ъ с ъ р а в н ы м и в ы -

с о т а м и о т н о с я т с я к а к ъ о с н о в а н і я . 
4.) Д в а п а р а л л е л о г р а м м а с ъ р а в н ы м и о с и о в а н і я м и и в ы -

с о т а м и р а в н о в е л и к и . 



— 134. — 

§ 1 4 . 1 . Т Е О Р Е М А . Площадь трфлытка равнястсп 
половингь произведены его основаніп на высоту. 

В , Е П у с т ь б у д е т ъ A B C ( ч е р т . 1 9 7 ) к а к о й 
/ Г \ / н и б у д ь т р и у г о л ь н и к ъ , к о т о р а г о о с н о в а -

/ I X / Hie АС о з н а ч и м ъ ч р е з ъ Ъ, А в ы с о т у BD 
Л Чс Т 197° ч р е з ъ Л; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п л о -

Ь. h 
щ а д ь т р и у г о л ы ш к а A B C р а в н а - у -

Доказ. Е с л и и з ъ т о ч к и С п р о в е д е м ъ л и н і ю СЕ п а -
р а л л е л ь н о с т о р о н ! » AB, а и з ъ т о ч к и В л и н . ю BE п а -
р а л л е л ь н о с т о р о н е Л С , т о с о с т а в и т с я п а р а л л е л о г р а м м * 
АВЕС, к о т о р а г о п л о щ а д ь , по § 1 4 0 , р а в н а 6 . / , І о 
т а к ъ к а к ъ т р и у г о л ь н и к ъ A B C е с т ь п о л о в и н а п а р а л л е -
л о г р а м м а А В Е С ( S 4.4.), т о 

ABC = • 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л е д у е т ъ : 
! Триугольникъ е с т ь п о л о в и н а параллелограмма, и м е ю -

щ е г о с ъ н и м ъ о д и н а к о в о с н о в а н і е и о д и н а к у ю в ы с о т у ^ 
2 . П л о щ а д и д в у х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ о т н о с я т с я м е ж д у 

с о б о ю к а к ъ п р о и з в е д е н ! « и х ъ о с н о в а н і й н а ™ с о т ы 
3 . П л о щ а д и д в у х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , и м ѣ ю щ и х ъ о д и н а -

к о в о с н о в а н і е , о т н о с я т с я к а к ъ в ы с о т ы . 

4 . П л о щ а д и д в у х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , и м ѣ ю щ и х ъ о д и н а -

к у ю в ы с о т у , о т н о с я т с я к а к ъ о с н о в а ш я . 

5 . Д в а т р и у г о л ь н и к а , и м ѣ ю щ і е о д и н а к о в о е о с н о в а ш е 

и о д и н а к о в у ю в ы с о т у , р а в н о в е л и к и . 

С . П л о щ а д ь п р я м о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а р а в н я е т с я 

п о ю в и н ѣ п р о и з в е д е н і я е г о к а т е т о в ъ . 
§ 1 4 2 . З А Д А Ч А . Определить площадь триугольника 

по тремъ даннымъ сторонамъ его. 
Ргьигсніе. П у с т ь б у д е т ъ ABC ( ч е р т . 1 9 8 ) к а -

ъ С кой нибудь триугольникъ; означимъ площадь 
ч ё р . 198. е г о ч р е з ъ Д и п о л о ж и м ъ ВС = я ; АС-Ь-, 
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AB — с. П р о в е д я в ы с о т у BD, н а х о д и м ъ и з ъ п р я м о у г о л ь -
н а г о т р и у г о л ь н и к а ABD: 
BD" = AB2 —ЛІ)2 -—с2 — AD-, а и з ъ т р и у г о л ы ш к а 
A B C ( g 5 9 ) : 

1 2 2 2 

a2 = b' -i-c2 — 2b. AD, и л и AD = ° ï 

с л е д о в . 
(,Ь* + с*—а*У 4 i > s c s — ( 6 s н - с 1 — a')*. 

B D ~c w = W 
З а м ѣ н и в ъ р а з н о с т ь к в а д р а т о в ъ ч р е з ъ п р о и з в е д е н і е 

с у м м ы н а р а з н о с т ь , н а х о д и м ъ 
[ 2 6 с - ч - (Ь"- н - с 2 - а 2 ) ] [Пс - ( б 2 - ч - с » - я ' ) ] 

JW _ _ 

З а м ѣ т и в ъ , ч т о ' 
2Ьс - t - [b'-v-c*—а"') - 2bc -+-bi-t-c?—a1 = (b-t-c)* — а* 

zz: (b - I - с -4- я ) (b н - с — я ) ; 
2be — (bz-+-cz — яг)= 2bc—b3—c'-i- а*=а*—(Ьгч-сг—2Ьс) 

— а г — (b — с)3 = (a -t-b — с) (а -н с — b), 
н а х о д и м ъ : 

_ ( я н - ii + c ) ( i + c — я ) (я н - с — b) (a-i-b — с ) 
JjJ-S ' " , » я ~ 

W 
и о т с ю д а 

у/(я-t- b - » - с ) (Ьч-с— a ) ( я —н с — b)(a и— b — с) . 
BD = w 

О п р е д ѣ л и в ъ в ы с о т у BD т р и у г о л ы ш к а , н а х о д и м ъ 

A с ) ( я - н с — b ) ( b - t - c — я ) . 

С ъ п о м о щ і ю э т о г о в ы р а ж е н і я о п р е д е л я е т с я п л о щ а д ь 
т р и у г о л ь н и к а по т р е м ъ д а н н ы м ъ с т о р о н а м ъ е г о . 

Э т о в ы р а ж е н і е м о ж н о п р е д с т а в и т ь в ъ д р у г о м ъ в и д е , 
о з н а ч и в ъ п е р и м е т р ъ т р и у г о л ь н и к а ч р е з ъ 2 р , т . е . п о -
л о ж и в ъ a + i + c = 2 р ; т о г д а 
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b - н с - а = а-•+- b - н с — 2а = 2р - 2а = 2 (р — а ) ; 
а н- с — 6 + і + 2b = 2p — 2b = 2 (p - b)-, 
а - h b— с = » н - 6 - н о — 2c = 2 p — 2 c = 2 ( p — c ) . 

В с т а в и в ъ в ъ п р е д ъ и д у щ е е в ы р а ж е н і е п л о щ а д и т р и -
у г о л ь н и к а , н а х о д и м ъ ; 

Л = у / р ( р — а ) ( Р — ( Р — с ) -
§ 1 4 3 . Т Е О Р Е М А . Площадь трапеціи равняется по-

к в с лусуммѣ параллельных* сторонъ умно» 
о, окениой n а высоту. 

І \ д П у с т ь б у д е т ъ A B C D ( ч е р т . 1 9 9 ) к а -
А Черт. 1 9 9 . М П кад н и б у д ь т р а п е ц і я и СМ е я в ы с о т а ; 

т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п л о щ а д ь т р а н е ц і и ABCD р а в н а 
(AD - Н ВС) CM 

2 

Доказ. П р о в е д я д і а г о и а л ь А С и о н у с т и в ъ и з ъ т о ч к и 
А п е р п е н д и к у л я р ъ ЛІѴ на п р о д о л ж е н і е с т о р о н ы СВ, н а -
х о д и м ъ ( § 1 4 4 ) : 

A D . СМ л , в г _ В С - А Д Г . 
л ACD = —2— и ~ ~~2— 

С л о ж и в ъ э т и р а в е н с т в а и з а м ѣ т и в ъ , ч т о AN = СМ, и 
ч т о Д ACD -Н A ABC = ABCD, н а х о д и м ъ : 

A D СМ ВС. AN (AD-h-В С) СМ . 
A B C D = g и - — g = ' 2 

Е с л и ч р е з ъ с р е д и н у Р с т о р о н ы A B п р о в е д е м ъ л и -
_ AD+- Ві 

нію PQ п а р а л л е л ь н о с т о р о н ѣ AD, т о PQ — g * 

( S 4 6 ) , с л ѣ д о в . 
ABCD = PQ. CM; 

т . е . площадь трапеціи равняется средней линіи умно-

женноіі на высоту. 
§ 1 4 4 . Т Е О Р Е М А . Площадь правильнаго многоуголь-

ника равняется половишь произведет.я периметра на 
апоѳему. 

П M П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF (черт. 2 0 0 ) 
п р а в и л ь н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ о п с т о -
р о н а х ъ , О е г о ц е н т р ъ и ОМ а п о ѳ е м а ; 

D т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п л о щ а д ь м н о -

»r- 0 М 
г о у г о л ь и и к а р а в н а п ВС. 

Доказ. С о е д и н и в ъ т о ч к у О с ъ т о ч -
к а м и А, В, С, D..., з а м ѣ т и м ъ , ч т о т р и у г о л ы ш к и АОВ, 
ВОС, COD... р а в н ы м е ж д у с о б о ю - ( § 1 2 6 ) ; но т а к ъ к а к ъ 

Л ВОС = 
ВС JIM 

2 
ОМ 
2 

§ 1 4 - 5 З А Д А Ч А . 

т о ABCDEF = п ВС. 

Превратить многоугольникъ ABCDE 
(черт. '201) въ равновелиісііі три-
угольникъ. 

Рѣшеніе. П р о в е д я д і а г о п а л ь А С , 
и ч р е з ъ т о ч к у В линію BN п а -
р а л л е л ь н о д і а г о н а л и А С , п р о д о л -

. ж и м ъ с т о р о н у D C до п е р с ѣ ч е н і я 
\ с ъ л и н і е ю BN в ъ т о ч к ѣ L, з а -
N

 * т 
Черт.'201. т ѣ м ъ с о е д и н и м ъ т о ч к и А и L . 

Т р и у г о л ь н и к и A B C и ALC и м ѣ ю т ъ о б щ е е о с н о в а н і е АС, 
и т а к ъ к а к ъ в е р ш и н ы и х ъ В и L л е ж а т ъ н а л и н і и 
BN п а р а л л е л ь н о й и х ъ о с н о в а н і ю , т о э т и т р и у г о л ь н и к и 
и м ѣ ю т ъ т а к ж е о д и н а к і я в ы с о т ы , и п о т о м у о н и р а в н о в е -
л и к и ( § Ш с л ѣ д с в . 5 ) . И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о п я т и -
у г о л ь н и к ъ ABCDE р о в н о в е л и к ъ ч е т ы р е у г о л ь н и к у ALDE. 

П р о в е д я з а т ѣ м ъ д і а г о н а л ь A D , и ч р е з ъ т о ч к у Е ли-
н ю Е Р п а р а л л е л ь н о д і а г о н а л и A D , п р о д о л ж и м ъ с т о р о -
н у CD до п е р е с ѣ ч е н і я с ъ л и и і е ю ЕР в ъ т о ч к ѣ M, и 
с о е д и н и м ъ т о ч к и M и А; т р и у г о л ь н и к и ADE и ADM 
р а в н о в е л и к и , и п о т о м у ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ ALDE р а в н о в е -
л и к ъ т р и у г о л ь н и к у MAL. 

Сколько б ы с т о р о н ъ н и н м ѣ л ъ д а н н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ 
м ы в с е г д а м о ж е м ъ , п о в т о р я я н ѣ с к о л ь к о р а з ъ п о д о б н о е 
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п о с т р о е н і е , п р е в р а т и т ь е г о в ъ р а в н о в е л и к і й т р и у г о л ь -
н и к ъ , п о т о м у ч т о к а ж д о е п о д о б н о е п о с т р о е н і е п р е в р а -
щ а е м м н о г о у г о л ь н и к ъ в ъ д р у г о й р а в н о в е л и к і й м н о г о -
у г о л ь н и к ъ , ч и с л о с т о р о н ъ к о т о р а г о б у д е т ъ е д и н и ц е ю 
м е н ь ш е . 

§ 44 -6 . Ч т о б ъ о п р е д ѣ л и т ь п л о щ а д ь к а к о г о н и б у д ь м н о -
г о у г о л ь н и к а м о ж н о п р е в р а т и т ь е г о в ъ р а в н о в е л и к і й 
т р и у г о л ь н и к ъ и о п р е д ѣ л и т ь п л о щ а д ь э т о г о т р и у г о л ь н и -
к а . Н о м о ж н о т а к ж е р а з б и т ь м н о г о у г о л ь н и к ъ н а т р и -
у г о л ы ш к и д і а г о н а л я м и , п р о в е д е н н ы м и и з ъ в е р ш и н ы к а -
к о г о н и б у д ь у г л а , и л и л и н і я м и , п р о в е д е н н ы м и о т ъ к а -
к о й н и б у д ь в н у т р е н н е й т о ч к и м н о г о у г о л ь н и к а ко в с ѣ м ъ 
в е р ш и н а м ъ е г о , и о п р е д ѣ л и т ь о т д ѣ л ы ю плоіДади в с ѣ х ъ 
э т и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ . 

§ 1 4 7 . Т Е О Р Е М А . Квадратъ, построенный на гипоте-
нузе прямоугольного триугольника равняется сумме квад-
ратовъ построенныхъ на катстахъ. (*) 

( * ) Это предложеніе и з в е с т н о подъ назван іемъ: ПиѳаюровоИ 
теоремы, потому что открытіе е г о п р и п и с ы в а е т с я Пива,ору. 
Оно н а з ы в а е т с я также magisler malheseos, потому ч т о в ъ преж-
н е е время оно ч а с т о предлагалось в ъ У н и в е р с и т е т а х ъ на ма-
г и с т е р с к и х * э к з а м е н а х ъ . Д р у г о е н а з в а н і е е г о : Inventurn heca-
tombe dig пит о т н о с и т с я къ л е г е н д ѣ , что П и ѳ а г о р ъ за открытіе 
этой т е о р е м ы и р и н о с ъ музамъ Г е к а т о м б у т . е ж е р т в у в ъ 1 0 0 
б ы к о в ъ . 

Е с л и д в а к а т е т а прямоугольнаго триугольника с о о т в е т с т в е н н о 
р а в н ы 3 и 4, то г и п о т е н у з а б у д е т ъ р а в н я т ь с я 5, потому что 
3" ч - 4.' = 5 ' . Этотъ триугольникъ е с т ь з н а м е н и т ы й Е г н п е т с к і й 
триугольникъ, в ъ которомъ к а т е т ъ 3 озиачаетъ O s i r i s , д р у г о й 
к а т е т ъ 4 — Is i s , а г и п о т е н у з а 5 — H o r u s . В е р о я т н о , что Пи-
ѳ а г о р ъ в ъ с в о и х ъ д а л ы ш х ъ п у т е ш е с т в і ч х ъ у з н а л ъ отъ Е г и п е т -
с к и х ъ жрѳцовъ объ этомъ триугольннкѣ и что комбинація чи-
с е л ъ 3 , 4 и 5 навела его на открытіе общей т е о р е м ы : 
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а П у с т ь б у д е т ъ A B C ( ч е р т . 2 0 2 ) 
п р я м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ , 

<s ACTU, BRSC и APQB к в а д р а -
т ы , п о с т р о е н н ы е н а г и п о т е -
н у з ѣ и н а к а т е т а х ъ ; т р е б у е т -
с я д о к а з а т ь , ч т о 

ACTU = BBSC APQB. 
Доказ. О п у с т и м ъ и з ъ в е р -

-ш І Т ш и н ы п р я м а г о у г л а п е р п е и д и -
Черт. 202. к у л я р ъ В М н а г и п о т е н у з у и 

п р о в е д е м ъ л и н і и CP и BU. Т а к ъ к а к ъ к а ж д ы й и з ъ д в у х ъ 
у г л о в ъ РАС и BAU с о с т о н т ъ и з ъ п р я м а г о у г л а с л о ж е н -
н а я с ъ у г л о м ъ ВАС, т о э т и у г л ы р а в н ы ; к р о м ѣ т о г о 
РА = АН и АС = AU, к а к ъ с т о р о н ы к в а д р а т а ; с л ѣ д о в . 
т р и у г о л ь н и к и РАС и BAU р а в н ы ( § 1 5 ) . Н о т р и у г о л ь -
н и к ъ BAU и п р я м о у г о л ь н и к ъ ALMUимѣютъ о б щ е е о с н о -
в а н і е AU и о д и н а к у ю в ы с о т у AL, и п о т о м у т р и у г о л ь -
н и к ъ BAU е с т ь " п о л о в и н а п р я м о у г о л ь н и к а ALMU ( § 14.1 
с л ѣ д с т . 1 ) ; р а в н ы м ъ о б р а з о м ъ т р и у г о л ь н и к ъ РАС и к в а д -
р а т ъ APQB и м ѣ ю т ъ о б щ е е о с н о в а н і е АР и о д и н а к у ю 
в ы с о т у ВА; и п о т о м у т р и у г о л ь н и к ъ РАС е с т ь п о л о в и н а 
к в а д р а т а APQB. И з ъ р а в е н с т в а ж е т р и у г о л ь н и к о в ъ BAU 
и РАС с л ѣ д у е т ъ , ч т о к в а д р а т ъ APQB и п р я м о у г о л ь н и к ъ 
ALMU р а в н о в е л и к и . 

П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ м о ж н о д о к а з а т ь , ч т о к в а д р а т ъ 
BRSC и п р я м о у г о л ь н и к ъ CLMT р а в н о в е л и к и . О т с ю д а 
с л ѣ д у е Т ъ , ч т о с у м м а д в у х ъ к в а д р а т о в ъ APQB и BRSC 
р а в н а к в а д р а т у ACTU. 

Т а к ъ к а к ъ п л о щ а д ь к в а д р а т а , п о с т р о е н н а я н а к а к о й 
н и б у д ь л и н і и а , р а в н я е т с я а л г е б р а и ч е с к о м у в ы р а ж е н і ю 
а , т о п р е д л о ж е н і е д о к а з а н н о е в ъ э т о м ъ § т о ж д е с т в е н -
н о с ъ п р е д л о ж е н і е м ъ д о к а з а н н ы м ! , в ъ § 5 8 с п о м о щ і ю 
п р о п о р ц і о н а л ь н ы х ъ л и н і й . 
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§ 1 4 8 . Т Е О Р Е М А . Площади двухъ триугольниковъ, 
нміыощихъ общій уіолъ, относятся- между собою какъ 
произведены сторонъ, заключающих* этотъ уголъ. 

П у с т ь б у д у т ъ A B C и 
DEF ( ч е р т . 2 0 3 ) д в а 
т р и у г о л ь н и к а , и м ѣ ю -
щ і е р а в н ы е у г л ы А и 
D\ т р е б у е т с я д о к а -

з а т ь , ч т о 

с D : 
Черт. 203. 

ABC АС. А В 
BEF~DF.DE-

н а х о д и м ъ : 

Доказ. П р о в е д я в ы с о т ы BL и ЕМ, н а х о д и м ъ ( § 1 4 1 
nsABC AC.BL „ 

с л ѣ д с . 2 ) у - у г т , — . Н о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и -
Ulli V J J I' .11» 1)1 

к и ABL и DEM, и м ѣ ю щ і е гіо р а в н о м у о с т р о м у у г л у 
BL AB п 

-4 и D п о д о б н ы , с л ѣ д о в . у г г , = тгт- - В с т а в и в ъ в ъ г і р е д ъ и д у -
JLlu 1)11 

BL . AB 
щ е е у р а в н е н і е в м ѣ с т о о т н о ш е ш я j — j о т н о ш е ш е 

ABC _ АС. AB 
DEF ~ DF.DE' 

§ 14-9 . Т Е О Р Е М А . Площади подобных* триугольниковъ 
относятся между собою какъ квадраты сходственныхъ 
сторонъ. 

П у с т ь б у д у т ъ A B C и А , В , С , 
( ч е р т . 2 0 4 - ) д в а п о д о б н ы х ъ т р и -
у г о л ы ш к а ; т р е б у е т с я д о к . ч т о 

AB С_ _ Ajij_ 
A,B]Ct ~~ А{В*' 

Доказ. П р о в е д я в ы с о т ы BD и 

А С • В D 14.1 с л ѣ д с т . 2 ) . ABC 
В , D , , н а х о д и м ъ : А,С,. B,D, 

Н о н з ъ п о д о б і я т р и у г о л ь н и к о в ъ с л ѣ д у е т ъ : 
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А В С A В BD 
А,В, А,С{" АДі-Ъ-D; 

Н е р е м н о ж н в ъ э т и д в ѣ п р о п о р ц і и , н а х о д и м ъ : 
Л В 2 _ А С. BD 

Л . В ^ - Л , С , . ВД),' 
с л ѣ д о в . 

А_ В С _ А В 2 

А,В,С,-А,В,~*' 

§ 1 5 0 . Т Е О Р Е М А . Площади подобныхъ многоуголыш-
ковъ относятся какъ квадраты сходственныхъ сторонъ. 

П у с т ь б у д у NABCDE AA{BLCID,EL 

V ( ч е р т . 2 0 5 ) д в а п о д о б н ы х ъ м н о -
г о у г о л ь н и к а ; т р е б у е т с я д о к . , ч т о 

9, А В С D Е А В -

Іерт. 20j. Доказ. П р о в е д я и з ъ т о ч е к ъ А и 
А, д і а г о н а л и к ъ в с ѣ м ъ в е р ш и п а м ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , и з а -
М ѣ т и в ъ , ч т о э т и л и и і и д ѣ л я т ъ м н о г о у г о л ь н и к и н а т р и у г о л ь -
н и к и с о о т в е т с т в е н н о п о д о б н ы е ( § 6 4 . ) , н а х о д и м ъ ( € U 9 ) -

± ± Ç _ _ £ Ç _ ] . A C D CD* D A E 

AB в С _ £ Л _ Е D 
А { В ~ В , С, C , D - ^ D ' ' 

с л ѣ д о в . 

A 11 С _ ACD _ N A E _ A B * 

-4 , В, С, A, С,D, - D{ AiE - JlTv 
и о т с ю д а : 

A В С -Ь А С D - D A E __А В " 

А, В,С, + AJ'D^-D^^, - ХДІ? ' 

А В С D Е __ А В 2 

АЖСЖ^ГАДГ?' 
и з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
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1) П л о щ а д и п р а в и л ь н ы х ъ о д н о п м е н н ы х ъ м н о г о у г о л ь -
н и к о в ъ о т н о с я т с я м е ж д у с о б о ю к а к ъ к в а д р а т ы р а д і у с о в ъ 
в п и с а н н ы х ъ и л и о п и с а н м ы х ъ к р у г о в ъ . 

2 ) П л о щ а д и д в у х ъ п р а в и л ь н ы х ъ о д н о и м е н н ы х ъ м н о г о -
у г о л ь н и к о в ъ , и з ъ к о т о р ы х ъ о д и н ъ о п и с а и ъ о к о л о к р у -
г а , а д р у г о й в п и с а н ъ в ъ э т о т ъ к р у г ъ , о т н о с я т с я м е ж д у 
с о б о ю к а к ъ к в а д р а т ъ р а д і у с а к ъ к в а д р а т у а п о ѳ е м ы . 

§ 1 5 1 . Т Е О Р Е М А . Многоугольникъ, построенный на ги-
потенузе прямоугольного триугольника, равенъ сумме по-
добныхъ ему многоугольниковъ, постпроснныхъ на двухъ 
катетахъ. 

П у с т ь б у д у т ъ A B C ( ч е р т . 206) п р я м о -
у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ , P, Q и 11 т р и 
п о д о б н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к а , п о с т р о е и -

; н ы х ъ н а г и п о т е н у з ѣ и н а д в у х ъ к а т е т а х ъ ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о P=Q-+-B. 

Доказ. П о § 150 и м ѣ е м ъ : 
Q В_ AIT 
Р АС*

 И
 Р - AC" 

Q + П ВС2-*-AB2 

с л о ж и в ъ э т и д р о б и , н а х о д и м ъ j } — = ; HO 

т а к ъ к а к ъ ВС- -+- АВ: = АС2, т о Q н - В = Р. 

§ 1 5 2 . Т Е О Р Е М А . Площадь какою нибудь описаннаго много-
угомника ABCDE (черт. 207) равняется половишь произведены 
периметра на радіусе круга. 

Доказ. Соединивъ ц е н т р ъ к р у г а О с ъ в е р -
шинами описаннаго многоугольника, р а з д е -
лим* его на триугольники, к о т о р ы е имѣютъ 
одннакія в ы с о т ы , р а в н ы я р а д і у с у к р у г а . 

с Е с л и же о з н а ч и м * п е р и м е т р * многоуголь-
ника ч р е з ъ р и р а д і у е * к р у г а ч р е з ъ г , 

то ABCDE = 
Черт. 207. 

§ 1 5 3 . Т е о р е м а . Площадь правильнаго вписаннаго много-
угольника есть средняя пропорциональная между площадями впи-
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шор0!." ОШСа"НПг0 М"огоУ'ольншов,, имеющих, вдвое мент 

Доказ. П у с т ь б у д у т ъ AB (черт. 2 0 8 ) с т о р о н а 
правильнаго вписаннаго многоугольника, имѣю-

\ щ а г о n с т о р о н ъ , и ЕЛ площадь е го ; CD с т о р о н а 
описаннаго многоугольника, имѣющаго также n 

/ с т о р о н ъ , и и„ площадь е г о , наконецъ АЕ с т о -
/ рона в п и с а н н а г о многоугольника, имѣющаго 2 n 

^ - , JKB с т о р о н * , и Е„п площадь е г о ; тогда 
E D Еп = гг.АОВ =2 n AOF-

Черт. 208. Un = п.COD = Чп.СОЕ; к = 2 п . А О Е . 
По, по § H I слѣдс . 4 , 

АО F 
АОЕ ~ 

OF OA „^ 
а т а к * к а к * _ = _ , х 0 — = — . П о м н о ж и в * ч и с л и т е -
ли и знаменатели на 2/г, находимъ: 

что и т р е б о в а л о с ь доказать . 
П у с т ь б у д у т * рп и Рп пернмотры вписаннаго и о п и с а н н а г о 

к р у Т а ? ' Х д Г ; Г і І 4 Г і Ѣ Ю Щ ' ' Х ' Ь " ^ 0 1 1 0 " ' 1 " К а П 0 Ѳ е ш " r р а Д І у с ъ 

OF АОЕ _ OA 
OE ' СОЕ. — ОС ' 
AOF АОЕ 

П е р е м н о ж и в * , находимъ Е п . и„ . = р п Р п . " Н о ^ = -к г TT Рп 
- Г - . ІІО -В — 

4- Рп К 
(§ 129 слѣдств іе ) , о т с ю д а К = ; в с т а в л я я , получимъ 

К Ѵп=Рп'-£, 
а т а к ъ какъ,^ по п р е д ы д у щ е м у , ЕпѴп=Е\п, то н а х о д и м ъ 
Е>" = Рп- J " , и извлекая к в а д р а т н ы й корень , получимъ: 

л 
т . е . площадь правильнаго вписаннаго многоугольника равна по-
ловине произведснія радіуса на периметра описаннаго много-
угольника, имеющаго вдвое менее сторонъ. 

§ 1 5 4 З а д а ч а . ПО данными чппыремъ сторонамъ описаннаго 
четыреуголыіика определить площадь его. 

В 
Региеніе. П у с т ь б у д е т ъ ABCD ( ч е р т . 

1 4 9 ) в п и с а н н ы й ч е т ы р е у г о л ы ш к ъ , и по-
ложимъ AB—а, AD=b, CD—с и ВС= d. 

5 Продолживъ стороны ВС и AD до п е р е -
• с ѣ ч е п і я в ъ т о ч к ѣ Е , находимъ, что три-

уголышки ABE и CDE подобны (§ 1 0 9 ) ; 
. ABE а* 

Черт. 149 С Х І А ° В ' Ш = 11 о т с ю ^ 
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AB F—PCF. _ g" — с' ЛВС!) _ — <•' 
ABU = a" ИЛН ABE ~~ a* 

I I o , no § 1 0 9 , 
AE + BE = a (6 4 - d) 

О - I - С 

a (b -+• d) в (с + b + rf — a) 
Слѣдов . 

ЛЕ ч-ВЕ — АВ = 
a — с a — с 

a (b — d) a (a -i- с -ь d — b) . 
/»iL — A/i = a — = * 

a - ь с a - h с 
a (b -+• d) a (a - ь й -H RF — c) 

ЛВ 

ЛВ - BE -t- АЕ = a 

AB + AE-BE=a - = 
; — < 0 

В с л ѣ д с т в і е э т о г о находимъ (§ 14-2): 
ABE сч-Ьч-d-a/^a-t-c-i-d-b) (a-t-b-i-d—c)(u-¥-b-t-c-d), 
и потому 

= ' / , V ( с - ь б н - й — a ) ( a - H C - b d — 6 ) ( а - ь б ч - і / — с ) { а - ь б - ь с — d ) . 
§ 155 . Вмѣсто с п о с о б а § 1 4 6 для опредѣленія площади много-

о угольника можно у п о -
т р е б и т ь и слѣдующій, в ъ 
практическомъ о т н о ш е -
ніп, болѣе удобный нріемъ. 

П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF 
( ч е р т . 2 0 9 ; какой ннбудь 
многоугольникъ. П р о в е д я 
произвольную линію LM 
и о н у с т и в ъ па н е е пер-
пендикуляры и з ъ в е р -
ш и н ъ в с ѣ х ъ у г л о в ъ мно-
гоугольника , находимъ: 
ВВ. ч- СС, 

В 

А 

• і ! 
А ; В , С, F , D , 

Черт. 209. 
,1.1 

А,А В С D Е Е, = —-
ВВ 

СС. DD KC,D, 
DD. л-FE 

• B.C. 

D.E. 

A,A F F. E,= ÀA^FFK E,F\, 

с л ѣ д о в . площадь многоугольника ABCDEF р а в н я е т с я : 
-ЛЛ.+ВВ. . _ BB.-hCC. . - CC.+DD. „„ DD^EF. 1 

2 1 ' J L 2 1 1 2 1 1 2 
FF •i. Д,Е, H-

2 

P f , 
- И . в д ] 
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Н ѣ к о т о р ы я п р ѳ д л о ж е н і я о т р и у г о л ь н и к а х ъ , ч е т ы р е у г о л ь н и -
к а х ъ и п р а в и л ь н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к а х ъ . 

§ 1 5 6 . Когда три цѣлыя числа м о г у т ъ быть приняты за с т о -
р о н ы прямоуголыіаго триугольника , какъ н а п р . числа 5 * и 3 
в ъ _ Е г и п е т с к о м * триугольникѣ , т о с ь помощію и х ъ можно 
наити б е з ч и с л е н н о е м н о ж е с т в о д р у г и х ъ ц ѣ л ы х ъ ч и с е л ъ ко-
т о р ы я также м о г у т ъ п р е д с т а в и т ь с т о р о н ы прямоуголыіаго три-
у г о л ы ш к а . В ъ самомъ дѣлѣ , о з н а ч а я ч р е з ъ г произвольное ц ѣ -
1°Г : : r ° ' J y A m l и м ѣ т ь = - <3 г)\ т а к ъ что S Г, 
4 Г и 3 г м о г у т ъ быть приняты з а с т о р о н ы прямоугольнаго три-
угольника, какое бы цѣлое число г ни означало. Н о кромѣ пЬя-
моугольнаго триугольника, котораго с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о 
р а в н ы числамъ 5 , 4 и 3, или пропорціона.Іьны этимъ числам" 
е с т ь б е з ч и с л е н н о е м н о ж е с т в о прямоугольныхъ т р и у г о л ь н и к о в ъ 
к о т о р ы х ъ с т о р о н ы в ы р а ж а ю т с я цѣлыми числами, не имѣющими 
общаго множителя. Такіо триугольники н а з ы в а ю т с я Птаіоровы-
ми или рацюнальными. 

J S T 6 У Л У Т Ъ a " ш о т о н У з а > Ь и с к а т е т ы прямоугольнаго 
триугольника; огіредѣлимъ в с ѣ цѣлыя зпачепія a , 6 и с ѵ д о в л е -
т в о р я ю щ і я у р а в н е н і ю a 9 = 6 ' с ' ' ' У™ 

Замѣтивъ , что с ' = a ' — 6 ' = ( a -»- ь . a - b и о з н а ч и в ъ 
ч р е з ъ m и я какія нибудь цѣлыя числа, положимъ 

а -+- b = 2m" и а — b = 2« 9 -
находимъ 

с" = 4 m' п", или с = Ч т п . 
И з ъ у р а в н е н і й же a + b = 2 т ' и а - Ь = Ы п о л у ч а е м * 

a — m П и b = m ' — п \ Три в ы р а ж е н і я : 
а = m -+- л" ; b = m' — я ' ; с = 2 т п 

в * к о т о р ы х ъ т и п о з н а ч а ю т ъ с о в е р ш е н н о произвольныя ПІІЛЫЯ 
ч и с л а , п р е д с т а в л я ю т ъ в с ѣ возможныя с т о р о н ы П и ѳ а г о р о Г х Й ри 
угольниковъ . Подставляя вмѣсто m и разный цѣмыя ч и с ^ " 
наидемъ с о о т в ѣ т с т в е н н ы я величины для а. b и с. Т а к ъ на ш Г ' 
принимая и = Î и я = 2 , иолучаемъ a = 13 , 6 = 5 и с - % -
о ч е в и д н о , что 13" = 5* - ь 1 2 ' . ' 

Е с л и положимъ « = 1 и подъ m б у д е м ъ р а з у м ѣ т ь п о ч е т н о е 
число, то, и с к л ю ч и в ъ о б щ ш множитель 2, н а й д е м * 

a
 ъ = с = т . 

Это р і і ш е н ю п р и п и с ы в а е т с я П и ѳ а г о р у . 
Е с л и же положимъ я = 1 и 2 m = t, т а к ъ что t бѵдетт ч е т н о е число, то о у д е т ь 

CJTO р ѣ ш е ш е п р и п и с ы в а е т с я Платону . 

4 p U V r & § e ; t 2 ' и Ы р а Ж а Ю Щ а Я П ' , 0 Щ а д " ка 

А = V , ' a + i + î я -I- 6 — С „ + . г. — I , ( Ь г , — „) 
10 
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была и з в ѣ с т н а почти в с ѣ м ъ древнимъ народамъ; по с т р о г о е 
д о к а з а т е л ь с т в о ея мы в с т р ѣ ч а е м ъ в ъ первыіі р а з ъ только в ъ 
гоодозіи г р е ч е с к а г о геометра Него и з ъ Ллександріи, (во в т о -
р о м у столѣтіи до P . X . ) . В с ѣ д р е в п і е писатели, к а с а в и і і е с я 
этой Формулы, прилагали ее п о с т о я н н о къ т р и у г о л ы ш к у , кото-
р а г о с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы 13, 1 4 и 15 , и площадь 
к о т о р а г о в ы р а ж а е т с я цѣлымъ чпсломъ 84 . Но кроліѣ этого т р и -
угольника е с т ь б е з ч и с л е н н о е множество " д р у г и х ъ триуголь-
н и к о в ъ , к о т о р ы х ъ с т о р о н ы и площадь также в ы р а ж а ю т с я ц е -
лыми числами. 

Опредѣлимъ ц'Ьлыя значенія с т о р о н ъ а, 6 и с, при кото-
р ы х ъ площадь триугольника в ы р а ж а е т с я цѣлымъ числомъ. 

Р а з у м ѣ я подъ а , Ь и с цѣлыя числа, положимъ: 
h -t- с — а а ч- с — 6 , а ч-Ъ — с 
— 2 — = — о — = 4 ; — - 2 - — = - 4 . 

гдѣ X, tu fs и ts о з н а ч а ю т ъ или цѣлыя числа или такіл дробиыя 
числа, при к о т о р ы х ъ пронзподепія д . /„ x.t3 и х.і3 с у т ь цѣлыя. 

Сложивъ ЭТИ у р а в н е и і я , находимъ: 
а ч- Ь ч- с 

2 = д - С. + + О , 
и вставляя в ъ выражепіе площади триугольника , получаемъ: 

у / а ч - Ь + е (1 + 4 — с о + с — b b ч- с — а 

= у / С , >,)• 'І- Ih• 
Чтобы А было число Ц'йлое — выражепіе подъ радикаломъ 

должно быть полнымъ квадратомъ, а для этого нужно, чтобы про-
и з в е д е т е (/, 4 - ts ч - 1 3 ) . t,. t, представляло полный к в а д р а т ъ , 
у м н о ж е н н ы й на производителя і 3 , т . е . ч т о б ы 

('. -*-1г 's)- ' г = <'• 'з> 
г д ѣ ч р е з ъ t означаем'!, какое н и б у д ь цѣлоо число. Изъ у р а в п е н і я 

( / , - I - / , Н - t,). /,.<„ = l\ I, 
находимъ 

, 'г 
' t' — 'r U ' 

а изъ у р а в н е н і и : 
b ч- с — а , а ч- г, — b а ч- b — е 
— 2 — = ; — 2 — = ' Л ; — 2 " — = 

получаемъ: 
а = д.(,„ + g = і . / , = x . t s - (LpA^^LJ = I Ç i A ^ i 

b = I.(f 4- /.) = x.t = X.t 4- , 
' ' ' ' Г — / , / t 

с = (/, 4- /„). X. 
Е с л и эти величины я, Ь и с подставимъ в ъ выражепіс А , 

то подкоренная величина обратится іп, полпыіі к в а д р а т ъ . І Іо 
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т а к ъ какъ Л , также какъ и a , b и с, по у с л о в і ю , должны быть 
ц * л ь ш ^ т о , у с м а т р и в а я /, и / , какъ ч.Ісла ц ѣ і ы я , п о л о ж и в 

а = ч-tp I,- b = (,' - ь / • ) c = (/ + , ) ( Г - _ , t ) 

Эти выражо.пя, в ъ к о т о р ы х ъ / , / , „ , , о з н а ч а ю т ъ ппо'изв'оль-
ь " J f J b " 1 Ч И С Л а ' " Р а д ^ а в л я ю т ъ о б щ е е р ѣ ш е н і е в о п р о с а о п р е -

д ѣ л е ш е площади т р и у г о л ы ш к а в ъ ц-Ьлыхъ ч и с л а х ъ 1 

В с т а в л я я эти в ы р а ж е н і я вмѣсто а , b и с, находимъ-
,т Д = < . / , . ((, ч-t,) Q'—l, t). 
Принимая на п р . t = 6 ; f, = 3 ; = 9 , находимъ 

а = 1 5 ; 6 = 13 ; с = 1 4 ; А = 84" 
принимая t = 1 0 . = 4 ; tt = 5, находимъ 

а = 2 9 ; b = 2 5 ; с = 3 6 ; А = 3 6 0 ; 
принимая t = 4 ; /, = 3; t, = 4, находимъ 
• _ а = 25 ; b = 2 4 , с = 7 ; А = 8 4 ; и т . д . 

§ 1 5 8 . Т Е О Р Е М А . Ес.т ѵрезч пакую пибудь топну О (черт 210) 
внутри триугольника ЛИС и ігрез, оершииг'г 
трехе углоов ею проосдемв нрялтн Аа, lib и Сс 
то будет, иметь елгьдующы соотпоишггп• *і 

-А- 0А 0ІІ ОС 
Аа ВЬ Ce 7Ï + Jü + 

OA. OB. ОС О д OB ОС 
Черт. 210. Оа. Ob. Ос Оа Ob + (й 2" 

Доказ. 1J Т а к ъ к а к ъ , по § 141 с л ѣ д с т в і е 4 
А аОС _ Оа = д ВОа А аОСч-ДВОа Оа 
ДАаС Аа А AB а ' ï 0 А АаСч- А АВа~М ІШІ 

А ВО С Оа 
А АВС~Аа ' 

подобнымъ образомъ находимъ: 
А АОС Ob . А ДОЛ Ос 
A ABC ВЬ ' А АВС~СГ • 

Сложивъ п р е д ъ н д у щ і я три у р а в н е н і я , находимъ-
Оа Ос _ АВОСч-ЛАОСч-Л ВОА 
Аа ВЬ Ce &ÄBC = 1 

2) З а м ѣ т и в ъ , что 
Аа ВЬ^ Сс 
Аа ВЬ~*~ Сс ~ ' 

у равней і е ;" находимъ : У Р — н і я п р е д ъ и д у щ е е 
ОА OB ОС 

1 1 О Аа ВЬ Сс ~ 
3) Е с л и п е р в о е у р а в н е н і е представимъ в ъ видѣ : 

•ш?,пм!ІЛЛ?- " Ъ ° С 0 б 0 М Ъ с 0 ' Ш І , е п І 1 1 Р а з в " л г какъ эти три соотпошснія такъ п 
° , ДЛЯ с ' " ° Р п , , о с к а г о триуголышка, основываясь ..л посл-Ьд-

ІРМИОІІІВ, которое доказывает* съ номощію тригоноиотріп. 

10¥ 
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Oa 
ОАч-Оа' 

1 

Ob 
ОВч-О b 

1 

Ос 
OC-i-Oc~ 

1 

1, и л и 

OB 9A., ^ і і ч - І ^ + і 
Oa+l Ob Ос 

и п р и в е д е м * къ о б щ е м у з н а м е н а т е л ю , т о п о л у ч и м ъ : 

Р а с к р ы в * с к о б к и и с о к р а т и в * , н а й д е м * : 
1 OA OB. ОС OA t OB ^ОС^ Ç) 

Oa. Ob. Ос Oa Ob Ос 
§ 159. ЗАДАЧА, По трема данными сторонамв триугольника 

определить радіусв описаннаго около нею круга. 
Тѣіиеиіе. П у с т ь б у д е т ъ A B C ( ч е р т . 211) к а к о й н и б у д ь т р и -

у г о л ь н и к ъ , О ц е н т р ъ о п и с а н н а г о к р у г а , R р а -
д і у с ъ е г о и Д п л о щ а д ь т р и у г о л ь н и к а . П о -
л о ж и м ъ ВС = а, АС = b, AB = с, и о п у -
с т н м ъ и з ъ т о ч к и А п е р п е н д и к у л я р ъ AD н а 
с т о р о н у ВС и и з ъ т о ч к и О п е р п е н д и к у л я р * 

/ С О Е н а с т о р о н у АС. У г л ы АОЕ и Л В С р а в н ы , 
п о т о м у ч т о и м ѣ ю т ъ о д и н а к у ю м ѣ р у — п о л о -
в и н у д у г и АС; с л ѣ д о в . п р я м о у г о л ь н ы е т р и -
у г о л ь н и к и АОЕ и ABl) п о д о б н ы , и п о т о м у Черт. 211 . 

abc 
AB 

Д = 

АО 
a. AD 

— - . З а м ѣ т и в ъ , ч т о 
2 R 

н а х о д и м ъ Д = и о т с ю д а : 

4 Д 
В с т а в л я я ВМІІСТО Д в ы р а ж с н і о § 4 4 - 2 , б у д е т ъ и м ѣ т ь : 

abc 
R =• 

у/ ( 0 + ' 
§ 1 6 0 . З А Д А Ч А 

- с ) (Ь - Ь с — а) {а ч- с — Ь) (ач-b —с). 
По тремв данпымв сторонаме триугольника 

_ определить радіусв енутреннмо опи-
сапнаю круга. 
Решен. П у с т ь б у д е т ъ Л В С ( ч е р . 2 1 2 ) 
к а к о й н и б у д ь т р и у г о л ь н и к ъ , О ц е н т р ъ 
в н у т р е н н я г о в п и с а н н а г о к р у г а , г р а -
д і у с ъ е г о и Д п л о щ а д ь т р и у г о л ь н и -
к а . П о л о ж и м ъ В С = я , АС—Ь, АВ=с, 
и с о е д и н и м ъ т о ч к у О с ъ в е р ш и н а м и 
т р е х ъ у г л о в ъ т р и у г о л ь н и к а . З а м ѣ -
т и в ъ , ч т о 

AOC^-,AOB=Sf> 

н а х о д и о г ь : 

— 14 — 

СОВ ч-АОСч- АОВ = ( а -I- 6 -»- с ) . _ 

или Д = (ач-Ьч-с)~ ; о т с ю д а 

2 Д 
і» . « и - 6 - + - С 
В с т а в л я я в м ѣ с т о Д в ы р а ж е п і е § .US, п о л у ч и м ъ : 
г _ V (а ч - о + с ) (6 ч - е - t ^ J T - ' T j -

П о м н о ж и в ъ 
н а х о д и м * : 

2 (о -
в ы р а ж о н і е 

2 г Л = 

h Ь Ч- с ) 
н а в ы р а ж е н і о н р е д г и д у щ а г о 

a b c 

а ч- b — с 

ач-Ьч-с 
р а з д ѣ л и в ъ т ѣ ж е в ы р а ж е н і я , н а х о д и м ъ : 

2 г _Ь ч- с —g а -(- с — h 

ZSLTSZZ 
Jemen,е. П у с т ь б у д е т ъ ABC ( ч е р т . 2 1 3 ) к а к о й н и б у д ь т р и -

у г о л ь н и к ъ , О ц е н т р * о д н а г о 
и з * ВНІІШПИХ* в п и с а н н ы х * к р у -
г о в * , р р а д і у с * е г о и Д пло-
щ а д ь т р и у г о л ь н и к а . П о л о ж и м * 
ВС = а ; АС = Ь, AB = с, и 
с о е д и н и м * т о ч к у О с * в е р -
ш и н а м и у г л о в * т р и у г о л ь н и к а . 
Т а к ъ к а к * 

bp. 09 _ _ а о 

и АОСч- ADO — ВОС = Д , 
Я с 

Черт. 213 . 
т о Д : e ) - g - , И о т с ю д а 

В с т а в л я я в м ѣ с т о Д в ы р а ж е н ^ § 1 4 2 , н а х о д и м * -
2 Д 

Р = • = у/І^ьйн-с) ІЬч-с—а) (ач-c-b) (ач-b-c) 

2 Л . = Ѵ і«+Ьч-с) (Ь+е-а) (а+с-Ь) (ач-Ь-с) 
9 In.!_/.-_ л " ' 

P, = 
2 ( а - ь с — 6 а + е — й 

2 ( а - н 6 _ С ; 

= иж 
'.Л ИВ* т р и у р а в н о н і я 
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н а х о д и м ъ : 

а т а к ъ к а к ъ 

І і ч - с — а , 
= _ 2 Д 1 

1 
h 

Р 
а ч - b -+- с 

2 Д 

« ч - с — b 
2 Д 

а 4 - 6 — с 
2 Д 

Р, Р.. ~~ 2 Д 

= ! . ( § 1 6 0 ) , т о 

. 1 = — ч - — ч - — 
Г Р Р, Рі 

П е р е м п о ж н в ъ м е ж д у с о б о й у р а в и ѳ н і я : 
о д 2 Д 2 Д 

»• — ; — : — ; ' 

2 Д 

b -I с — I \Р,= а ч - с — Л' ' « ч - Ь — с ' 

н а х о д и м ъ : 

г- Р• Р, Р, = 
1 6 А 4 

с) ( 6 ч - с — « ) ( а ч - с — Ь ) ( а ч - Ь — с ) 

а ч - с — 6 а ч - Ь — с = 1 6 А " , 

( а ч - Ь 
a т а к ъ к а к ъ (§ 1 4 2 ) . 

( л ч - 6 ч - с ) ( й ч - с - а - . - -
т о г . Р . Р , . р , = А 4 и о т с ю д а 

А = \/г.р.р,.р„. 
К 46" Т В О Р И М Л. Квадрате, построенный на еуммгь двухв ли-

пій, состоите те суммы квадратов в, по строеипыхе па этих* .иг 
ніяхе и идиоеннаю прямоугольника, составленною изг, этих в ли/аи-

Аоказ П о л о ж и м ъ , ч т о лнніп АС ( ч е р т . 2 1 4 ) с о с т о н т ъ и з ъ 
, _ _ с у м м ы д в у х ъ лш. і і і AB и АС. И о с т р о п в ъ н а л и ш и 
F : /с к в а д р а т ъ A F. I) С и о т л о ж и в ъ н а с т о р о н е DC 

„ ч а с т ь 1)Н=ВС, п р о в е д е м ъ лин'ио Fil, п а р а л л е л ь -
F - q H-,10 с т о р о н ѣ АС и лі іпію Bl п а р а л л е л ь н о с т о р о -

н е Ali-, т о г д а н а й д е м ъ , ч т о к в а д р а т ъ A CD h с о -
с т о и т ъ : 1) н з ъ к в а д р а т а AFGB, п о с т р о е н и а г о н а 
лні і ін AB, 2) н з ъ к в а д р а т а ÜIDH, п о с т р о е н и а г о па 

А В О л и н и DU, или н а р а в и о і і е і і л ш и п 11С n і) н з ъ 
Черт. 2 1 4 . д в у х ъ р а в н ы х ъ и р я м о у г о л ь н и к о в ъ ВСНЬ пг.ІЫ, 

г п с т а к л е н н ы х ъ и з ъ лнні і і AB и ВС. 
Э т а т е о р е м а с о о т в е т с т в у е м а л г е б р а и ч е с к о м у п р с д л о ж е н и о . 

a + І і ) " = а' ч - Ь" Ч- 2 a b . 
« 1 6 3 Т Е О Р Е М А . Квадрате, построенный на разности Овухв 
„,-« „авеіч СІ/ММІЬ коадратовв, посч.роенчыхв наэтихв лишлхв, 

удвоенною прямоугольника, составленною изе этих* лиши. 
До аПоложимъ, ч т о лииія - Iß ( ч е р т . 2 1 5 , е с т ь р а з н о с т ь 

т> Д в у х ъ линій АС и ВС. И о с т р о п в ъ н а лип и АС 
к в а д р а т ъ A CD F и о т л о ж и в ъ н а с т о р о н е DC 
ч а с т ь 1)11= ВС, п р о в е д е м ъ л и . п ю 11F п а р а л -

л е л ь н о с т о р о н е АС и л и н і ю В І п а р а л л е л ь н о с т о -
р о н е АЕ, н а х о д и м ъ , ч т о к в а д р а т ъ AFGB, п о -
с т р о е н н ы й па р а з н о с т и д в у х ъ л и ш и АС и но, 
р а в е н ъ : 1 ) к в а д р а т у ACDE, п о с т р о е н н о м у п а л и -

' п і н 1С, 2 ) б е з ъ п р я м о у г о л ь н и к а ВС1)1, с о с т а -
в л е п п а г о и з ъ лнпііі АС и ВС и б е з ъ р а в н а г о е м у 

Б 

-А 

G 

В 
Черт. 21Ö. 
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п р я м о у г о л ь н и к а EFHD, и 3 ) с л о ж е н н о м у с ъ к в а д р а т о м ъ GIIDI, 
п о с т р о е н н ы м - . , н а л и н і и DH пли п а р а в н о й е і і липіи ВС. 

Э т а т е о р е м а с о о т в е т с т в у е м а л г е б р а и ч е с к о м у п р е д . і о ж е п і ю : 
(a— by = а' — ЧаЬ ч - Ь\ 

% 164. Т Е о І> к м л . Прямоугольнике, основаніе котораго есть 
сумма и высота разность двухв данныхъ линій, равенв разности, 
квадратовв, построенных/: на этихв линілхв. 

Доказ. П о л о ж и м ъ ч т о А С ( ч е р т . 2 1 6 ) е с т ь с у м м а д в у х ъ л и -
Е . I D н і й AB и ВС, а СИ р а з н о с т ь т е х ъ ж е ли-

ш и , т а к ъ ч т о AFHC б у д е т ъ п р я м о у г о л ь -
Н н . і к ъ , с о с т а в л е н н ы й и з ъ с у м м ы и р а з н о с т и 

л и н і й AB и ВС. О т л о ж и в ъ н а п р о д о л ж е н . ' . , 
линін СП ч а с т ь I1D = ВС, п р о в е д е м ъ л н -
п і ю DE п а р а л л е л ь н о с т о р о н е АС и л и н і ю 
В1 п а р а л л е л ь н о с т о р о н е AF. Т а к ъ к а к ъ , по 

Черт. 2-10. п о с т р о е н і ю , CD = AB, т о АЕІВ е с т ь к в а -
д р а т ъ , п о с т р о е н н ы й н а с т о р о н е A B , и п о т о м у і . р я м о у г о л ы ш к ъ 
ACH F р а в е н ъ к в а д р а т у All IF. , б е з ъ п р я м о у г о л ь н и к а EFGI, 
с л о ж е н н о м у с ъ п р я м о у г о л ь н и к о м - . , BGHC. Н о р а з н о с т ь д в у х ъ 
п р я м о у г о л ь н и к о в * . , EFGIn BGHC е с т ь к в а д р а т ъ G 11)11, п о с т р о е н -
н ы й па линін III) или иа р а в н о й е й л п н і и ВС, п о т о м у ч т о р а з -
н о с т ь лниій FG и BG р а в н я е т с я л н п і п GH. С л е д о в , г і р я м о у г о л ь -
никт, AC1IF, с о с т а в л е н н ы й и з ъ с у м м ы и р а з н о с т и д в у х ъ л и н і й 
AB и ВС, р а в е н ъ к в а д р а т у АЕІВ, п о с т р о е н н о м у иа с т о р о н е AB, 
б е з ъ к в а д р а т а GHDJ, п о с т р о с и и а г о н а с т о р о н е 1IC. 

Э т а т е о р е м а с о о т в - Ь т с т в у е т ъ а л г е б р а и ч е с к о м у п р е д л о ж е н і ю : 

(а ч - Ь ) (а — Ь) = а' — b 
§ 1 6 5 . T Е о Р Е м л . Если на еторонахв АСи СВ триугольника 

ABC ( ч е р т . 2 1 7 ) построим-' каіеів 
нибудь параллелограммы ACFG и 
11DEC и, ѵродилжипв стороны 
DE и GF до пересгьченіп ихв ев 
точкѣ К, ироведемв лииги АН и 
ВІ параллельныя и равнгля С1(, 
то параллелограмме АІПВ бу-
дете равенв сумма, ѵира.ілсло-
граммоов ACFG и В DEC 

Доказ. Продолжив- . , лииі .о КС 
д о і і е р е с е ч с н і я с ъ с т о р о н о ю H I 
в ъ т о ч к е M и с о е д и и и в ъ т о ч -
к у Я с ъ т о ч к о ю С n т о ч к у А 

i t с ъ т о ч к о ю К, з а м Ь т и м ъ , ч т о 
Черт. 217. А Н С К е с т ь п а р а л л е л о г р а м м ъ . 

О ч е в и д н о , ч т о п а р а л л е л о г р а м м ы А H ML и А H КС р а в н о в е л и к и , 
п о т о м у ч т о п м е . о т ъ о б щ е е о с н о в а н і е и о д и п а к і я в ы с о т ы ; а 
т а к ъ к а к ъ АНСК = 2 Д АСИ и ACFG = 2 A ACIC, т о и а р а л л е л о -
г р а м ъ АІІСК р а в н о в е л и к ъ с ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ь , ACFG, а п о -
т о м у п а р а л л е л о г р а м м ы A1IML и ACFG р а в н о в е л и к и . 
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к м в 

П о д о б н ы м * жо о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о п а р а л л е л о г р а м м ы 
IBLM и B D Е С р а в н о в е л и к и . С л ѣ д о в . п а р а л л е л о г р а м м ъ АН1В р а в -
н я е т с я с у м м і і п а р а л л е л о г р а м о в ъ ACFG и BDEC. 

§ 166. ТЕОРЕМА. Е с л и изв какой нибудь тонки, лежащей вну-
три правильнаго многоугольника, оггустимв перпендикуляры па осе 
стороны его, то сумма этияв перпендикуляровв, деленная на ѵгі-
сло старо ив многоугольника, т. е. средняя ариѳметическая ггзв 
них в, равняется апоѳемѣ. 

Доказ. П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч е р т . 218) к а к о й н и б у д ь п р а -
в и л ь н ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ , О е г о ц е н т р ъ , g OK 
е г о а п о ѳ е м а и I к а к а я н и б у д ь т о ч к а , л е ж а -
щ а я в н у т р и е г о . Е с л и и з ъ т о ч к и I о и у с т и м ъ 

~L п е р п е н д и к у л я р ы н а с т о р о н ы м н о г о у г о л ь н и -
к а , т о п л о щ а д ь е г о б у д е т ъ р а в н я т ь с я 

А±(Ш -+- JN ч- IP Ч- IQ -ь IR -t- IS). 

Е с л и ж е о з н а ч и м ъ ч р е з ъ п ч и с л о с т о р о н ъ 
м н о г о у г о л ь н и к а , т о п л о щ а д ь е г о в ы р а з и т с я 

. С р а в н и в а я э т и д в а в ы р а ж е н і я п л о щ а д и м н о г о -

AR 
у г о л ь н и к а и с о к р а т и в ъ н а — , н а х о д и м ъ 

OK = 
IM -t- IN -ь IP -t- IQ ч- IR ч- IS 

Э т о п р е д л о ж е н і е с п р а в е д л и в о и т о г д а , к о г д а и з ъ т о ч к и , л е -
ж а щ е й в н ѣ м н о г о у г о л ь н и к а , о п у с к а ю т с я п е р п е н д и к у л я р ы па 
с т о р о н ы е г о ; в ъ э т о м ъ с л у ч а ѣ н у ж н о т о л ь к о б р а т ь с ъ о т р и ц а -
т е л ь н ы м ! . з н а к о м ъ т ѣ п е р п е н д и к у л я р ы , к о т о р ы е н а п р а в л е н ы 
и з в н ѣ в о в н у т р ь к а к о й н и б у д ь с т о р о н ы . 

§ 167. ЗАДАЧА. Определить триуголыіикв, которьгН изв всехв 
равновеликим се нимъ трггугольнггкоов и одинакаю er, ним в оснооа-
нія имеете наименьигШ периметре. 

Рѣшепіс И с к о м ы й т р и у г о л ь н и к ъ б у д е т ъ р а в н о б е д р е н н ы й . В ъ 
с ам о м ъ д ѣ л ѣ , п у e r i> б у д e n . ЛВС ( ч е р т . 2 1 9 ) 

B t , . . р а в н о б е д р е н н ы й т р и у г о л ь н и к ъ . П р о в е -
Г \ Ч . д я ч р е з ъ т о ч к у В л и н і ю LM п а р а л л е л ь -
і \ '"•••.. н о с т о р о п ѣ АС, в о о б р а з н м ъ д р у г о й т р н -

V у г о л ы і и к ъ ЛИС р а в н о в е л н к і й т р н у г о л ь -
\ В 4 D _ н и к у ЛВС и и м ѣ ю щ і й с ъ н и м ъ о б щ е е 

• ^ о с н о в а н і е А С Е с л и и з ъ т о ч к и Л о и у -
с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ н а LM, п р о д о л -
жим!. с т о р о н у СВ до п е р с с ѣ ч с п і я с ъ 
э т и м ъ п е р и е п д н к у л я р о м ъ в ъ т о ч к ѣ F. и 
н а к о н е ц ъ с о е д и н и м ъ т о ч к и Е и П , т о 
н а н д е м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь -

Чсрт. 2 1 0 . нпки AB F и EBF р а в н ы , п о т о м у ч т о 
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а 

и м і і ю т ъ о б щ і й к а т е т ъ FB и к р о м ѣ т о г о Z FBA = ^ ВАС = 
Z ВС Л = Z FBE; с л ѣ д о и . ЕВ = AB. 

П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ н а х о д и м ъ , ч т о ED == AI). Н о ED ч-
DC > ЕС, а ЕС = ЕВ ч- ВС — AB ч- ВС; с л ѣ д о в . AD ч- DC > 
AB ч- ВС, т . е . п е р и м е т р ъ р а в н о б е д р е н н а г о т р и у г о л ь н и к а м е н ь -
ш е п е р и м е т р а в с я к а г о т р и у г о л ь н и к а , и м ѣ ю щ а г о т о ж е о с н о в а и і е 
и т у ж е п л о щ а д ь . 

§ 168. ЗАДАЧА. Определить многоугольнике, ісоторый изъ 
осехв одпоимегіныхъ и равновеликих* се нггмв многогіюлышкоов 
ггмѣетв наггменшііі периметра. 

Региекіе. И с к о м ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ б у д е т ъ п р а в и л ь н ы й . 
В ъ бамомъ д ѣ л ѣ , п у с т ь б у д е т ъ ABCDEF 

( ч е р т . 2 2 0 ) и с к о м ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ , н м ѣ ю -
щіі і и з ъ в с ѣ х ъ о д н о и м е н н ы х ъ и р а в н о в е л и -
к и х ъ с ъ н и м ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ н а и м е н ь ш і й 
п е р и м е т р ъ . С о е д и н и м ъ т о ч к и А и С и п р о -
в е д е м ъ л и н і ю В М п а р а л л е л ь н о линіи АС. Е с л и 
в о о б р а з н м ъ т р и у г о л ь н и к ъ A M C , р а в н о в е л и -
кій т р и у г о л ы ш к у ЛВС, т о п е р и м е т р ъ т р и у -
г о л ь н и к а ЛВС д о л ж е н ъ б ы т ь м е н ѣ е п е р и м е -
т р а т р и у г о л ь н и к а AMC, и н а ч е м н о г о у г о л ь -
н и к ъ ABCDEF и м ѣ л ъ б ы б о л ы п і й п е р и м е т р ъ 

Черт. 220 . " н е ж е л и о д н о и м е н н ы й и р а в н о в е л и к і н с ъ н и м ъ 
м н о г о у г о л ь н и к ъ AM CD EF, ч т о п р о т и в н о п о л о ж е и і ю ; и з ъ э т о г о , 
с л ѣ д у е т ъ ( § 1 6 7 ) , ч т о A B C е с т ь т р и у г о л ы п ш ъ р а в н о б е д р е н -
н ы й и AB = ВС. П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я р а в е н -
с т в о д р у г и х ъ с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а ABCDEF. 

У г л ы м н о г о у г о л ь н и к а т а к ж е р а в н ы . В ъ самомт . д ѣ л ѣ , е с л и п о -
л о ж и м ъ , ч т о у г о л ъ Е м е н ь ш е у г л а D, т о , п р о д о л ж и в ъ с т о р о н ы 
FE и CD д о н е р е с ѣ ч е н і я в ъ т о ч к ѣ G, н а н д е м ъ , ч т о в ъ т р н -
у г о л ы ш к ѣ EGD с т о р о н ы Gl) и EG л е ж а т ъ п р о т и в ъ н е р а в п ы х ъ 
у г л о в ъ ; с л ѣ д о в . GD >. EG. Е с л и с д ѣ л а е м ъ GL = GD и GN— GE, 
и с о е д и н и м ъ т о ч к и L и N, т о т р и у г о л ы ш к и EGD и I.GN, и м ѣ ю -
щ і е о б щ і й у г о л ъ м е ж д у с т о р о н а м и с о о т в ѣ т с т в е н н о р а в н ы м и , 
б у д у т ъ р а в н ы ; в ы ч т я и з ъ э т и х ъ т р н у г о л ы ш к о в ъ по GEPN. н а -
х о д и м ъ , ч т о т р и у г о л ы ш к и LPE и DPN р а в н о в е л и к и , а т а к ъ 
к а к ъ к р о м ѣ т о г о , по п о с т р о е н і ю , LE—DN и в с л ѣ д с т в і е р а в е н -
с т в а т р и у гол і.п и к о иъ DEG и NLG с т о р о н ы El) и LN р а в н ы , т о 
м н о г о у г о л ь н и к и ABCDEF и ABCNLF о д н о н м е н н ы , р а в н о в е л и к и 
и и м ѣ ю г ь р а в н ы е п е р и м е т р ы , ч т о п р о т и в н о п о л о ж е н і ю . И з ъ 
э т о г о с л ѣ д у с т ъ , ч т о у г л ы Е и D д о л ж н ы б ы т ь р а в н ы . П о д о б -
и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я р а в е н с т в о и д р у г и х ъ у г л о в ъ 
м н о г о у г о л ь н и к а ABCDEF. И т а к ъ и с к о м ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ б у -
д о т ъ п р а в и л ь н ы й . 

§ 1 6 9 . ЗАДАЧА. Определить многоуіо.іыіикв, который ггзв всехв 
идноименны.ге мноюую.іыіиковв, одинакаю съ нимъ периметра 
иміьетв наибольшую площадь. 
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Ргьжш'е. Искомый многоугольникъ б у д е т ъ правильный. В ъ 
л _ п самомъ дѣлѣ п у с т ь б у д е т ъ ABCD EF ( ч е р т . 2 2 1 ) 

M искомый многоугольникъ , и м ѣ і о щ і й н з ъ в с ѣ х ъ 
одпопменпыхъ мпогоуголі .пнковъ, одииакаго 

, с ъ нпмь периметра , наибольшую площадь. 
/ с Е с л и положимъ, что с т о р о н ы AB п ВС не 

р а в н ы , то п у с т ь б у д е т ъ AMC р а в н о б е д р е н -
ный т р и у г о л ь н и к ъ , к о т о р а г о п е р и м е т р ъ ра-

р - - - / " в е н ъ периметру т р и у г о л ы ш к а ABC. l l o § 107 
Чорт 224 площадь триугольника AMC больше площади 

т р и у г о л ы ш к а ABC, потому что р а в н о б е д р е н н ы й т р и у г о л ь н и к ъ , 
равновеликій т р н у г о л ы ш к у ABC, имѣлъ бы мепьшій п е р и м е т р ъ ; 
слѣд. многоугольники AMCDEF и AB CD FF одиоименны и н м ѣ ю т ъ 
одииакій периметръ, но первый больше в т о р а г о , что противно 
положеиію. Изъ этого с л ѣ д у е т ъ , ч т о All = ВС. Подобнымъ же 
образомъ д о к а з ы в а е т с я р а в е н с т в о и д р у г и х ъ с т о р о н ъ . 

Р а в е н с т в о у г л о в ъ многоугольника ABCDEF д о к а з ы в а е т с я какъ 
в ъ п р е д ъ п д у щ е м ъ § . Положимъ, что угол ь Е м е н ѣ е у г л а D, т о г д а 
можно, какъ в ъ п р е д ъ п д у щ е м ъ §, п р о в е с т и лішію I.N такъ , 
что бы триугольники LPE и NPD были равновелики и с о с т а -
вить такимъ о б р а з о м ъ многоугольникъ ABCNLE одноименный, 
равновелики - ! и одииакаго периметра с ъ мпогоуголышкомъ 
ABCDEF, что противно положепію; слѣдов . углы F. и D долж-
ны быть р а в н ы . Подобнымъ же образомъ о б н а р у ж и в а е т с я ра-
в е н с т в о и" д р у г и х ъ у г л о в ъ . И т а к ъ искомый многоугольникъ бу-
д е т ъ правильный. 

С ъ е м к а п л а н а . 
§ 1 7 0 . Снимать плаиъ какой нибудь м ѣ с т и о с т п , з н а ч и т ь изо-

бразить па б у м а г е в ъ у м с н ь ш е н п о м ъ вндѣ Фигуру п о д о б н у ю 
той, к о т о р у ю п р е д с т а в л я о т ъ эта м е с т н о с т ь . Съемка плана про-
и з в о д и т с я или с ъ помощію Астроллбіи, или спомощію Мепзу.ш. 

1 . Положимъ, что т р е б у е т с я снять нлань с ъ м е с т н о с т и , нміио-
г . . щ е й в н д ъ многоугольника 

у — / ABCDE (черт . 2 2 2 ) . 
Б / \ И з м ѣ р и в ъ линіп AB, ВС, CD, 

' НЕ и ILA и определив'! , , с ъ по-
ч і - " " ' ' ' мощію Астролябіп, углы Л, В, 

с, D и Е, проведемъ на бу-
магѣ линііо А, В „ с о с т а в л я ю -
щ у ю о п р е д е л е н н у ю ч а с т ь ли-

Чирт. 222. ніп AB, па пр. т а к у ю ч а с т ь , 
ч т о б ы Л И И І Я A, Bt содержала столько же д ю й м о в ъ , сколько линія 
All содѳржнтт. с а ж е н е й ; это отношеиіо д в у х ъ лнпій AB и А,В, 
с о с т а в л я е м такт, называемый масштаба плана. Вт, т о ч к е В, 
с т р о и т с я у г о л ъ равный у г л у В и откадыиается лнпія В , С , нро-
норціоналыіая но м а с ш т а б у лпніп ВС. Продолжая это построение 
такимъ образомъ да.И;о, с о с т а в и м ъ многоугольникъ А,В,С,В ,Е,, 
подобный многоугольнику ABCDE. 
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Котда по какимъ либо причинамъ нельзя и з м е р и т ь в с е с т о -

роны многоугольника ABCDE, т о можно о г р а н и ч и т ь с я о н р е д ѣ -
леиіемъ одной изъ н и х ъ , па пр. с т о р о н ы AB. Измѣрпвъ за т ѣ м ъ 
с ъ помощію Лстролябін углы ВАС, BAD, ВАЕ, также углы ABC, 
ABl) и ABE, проведс.иъ на б у м а г е лішііо Л , « , , с о с т а в л я ю щ у ю 
о п р е д е л е н н у ю ч а с т ь лпніи AB и н о с т р о п м ъ , съ помощію т р а н с п о р -
тира, у г л ы В.-І .С, , В , / і . І , К п с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы е угламъ 
ВАС, BAD и ВАЕ; также у г л ы Л . В . С , , и А,В,Е, соотв-Ьт-
свеипо р а в н ы е угламъ ABC, ABI) и ABE, м е р е с е ч е н і л лииій Л, С, 
н B,C„A,D, uB,D„ A,E, и B . E , о п р е д е л я т ь в е р ш и н ы C„ D, и E, 
многоугольника А,В,С,0,Пп иодобпаги многоугольнику ABCDE. 

2 . Мензула, употребляемая для съемки плана, с о с т о п т ъ пзъ 
д е р е в я н н о й д о с к и , поддерживаемой тремя ножками и с н а б ж е н -
ной алидадою; н а этой д о с к е н а т я г и в а е т с я ч и с т ы й листъ'-'бумаги. 

Чтобы с н я т ь с ъ помощію мензулы п.іанъ какой нибудь м е с т -
ности, п р е д с т а в л я ю щ е й Фигуру ABCD ( ч е р т . 223.) , назначаомъ па 
п о в е р х н о с т и земли к а к у ю пнбудь прямую лннію MN, в о з -
можно т о ч н е е о п р е д е л е н н у ю ; эта прямая н а з ы в а е т с я бази-

сомв. Проводя па мензуле PQ прямую 
тп, с о с т а в л я ю щ у ю о п р е д е л е н н у ю 
ч а с т ь б а з и с а MN, устанавливаем-! , мен-
зулу т а к ъ , чтобы точка m при-
ходилась прямо падъ т о ч к о ю M и ли-
пія тп была н а п р а в л е н а по линіи MN; 
ироводнмъ за т е м ь с ъ номощію а.ш-

ЩО^ дады на мензуле изъ точки m прямыя, 
паправлепиыя ко все.мъ в е р ш и н а м ъ 

M А, В, С и D Фигуры ABCD. П е р е н е с я 
- потомъ мензулу в ъ т о ч к у N, у с т а п а в -

Іврт. ливаемъ ее т а к ъ , ч т о б ы т о ч к а п пря-
мо приходилась падъ т о ч к о ю N и лпиія мот была направлена 
но лнпін NM. и ироводнмъ за т Ь м ь с ъ помощію алидады на мен-
зуле пзъ точки п прямыя, паправлепиыя ко вс-кмъ в е р ш и н а м ъ 
А, В, С и 1)-: п е р е с е ч е и і я этих-ь лнпій с ъ первыми о п р е д е л я т ь 
на м е н з у л е Фигуру abed подобную Фигуре ABCD. 

Е с л и в н у т р и м е с т н о с т и ABCDE (черч. 2'24), о ъ к о т о р о й нужно 
с н я т ь плаиъ, н а х о д и т с я т о ч к а 
О, разстояпія которой отъ в е р -
ши нъ A,B,C,D и Е или и з в е с т н ы 
или легко м о г у т ъ быть о п р е д е -
лены, то для съемки плана у с т а -
н а в л и в а ю т ^ мензулу в ъ т о ч к е 
О и. проведя на ней с ъ помощію 
алидады и з ъ точки О прямыя 
ко в с е м ъ в е р ш и н а м ъ А,В,С,1) и Е , 
откладываютъ на э т н х ъ линіяхъ 
части Оа, Ob, Ос, Od и Ое со -
о т в е т с т в е н н о пронорціопалыіыя 
разстояніямъ OA,OB,OC,ODnOE-, 
тогда на меизуле получится ФИГ. 
abode подобная Ф и г у р е ABCDE 
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К о г д а нужно определить в е л и ч и н у площади какой нибудь ме-
с т н о с т и , т о , с н я в ш и планъ ея, р а з б и в а е м * его на триуголышки 
и о п р е д е л я е м * площадь каждаго триугольника отдельно. За 
Т'Ьмь, сложивши всЬ площади т р и у г о л ы ш к о в ь , находимъ в * 
суммѣ площадь разсматриваемой м е с т н о с т и , в ы р а ж е н н у ю в ъ 
к в а д р а т н ы х ъ однницахъ м а с ш т а б а . Положимъ, на п р . , ч т о по при-
нятому м а с ш т а б у каждая сажень представляется 'одннмъд юймомъ, 
и что в ъ плане какой нибудь м е с т н о с т и оказалось 1 0 0 0 к в а д р . 
д ю й м о в * , т о г д а площадь этой м е с т н о с т и содержитъ 1 0 0 0 квадр. 
сажень. 

З а д а ч и . 

1 6 1 . О п р е д е л и т ь г е о м е т р и ч е с к о е м к с т о в е р ш и н ъ р а в н о в е л н -
кихъ триугольниковъ , и м ѣ ю щ и х ъ о б щ е е осиованіо . 

1 0 2 . Определить площадь параллелограмма, котораго о с н о в а -
nie равно 2 1 2 , 14- Ф. а в ы с о т а равна 8 5 , 6 Ф. 

1 6 3 . Определить площадь триугольника , котораго основаніо 
равно 3 2 4 , 5 Ф. а в ы с о т а равна 8 5 , 6 Ф. 

1 6 4 . Определить площадь трапеціи, которой параллелыіыя 
с т о р о н ы р а в н ы 2 4 , 5 Ф. а в ы с о т а р а в н а 1 5 , 3 Ф.' 

1 6 5 . О п р е д е л и т ь площадь триугольника по данному периме-
т р у его p и р а д і у с у г вписаннаго к р у г а . 

1 6 6 . П о с т р о и т ь триугольникъ по данной площади ого Л', о д -
; пой стороігЬ а и противуположному ей у г л у т . 

1 6 7 . П р о в е с т и между сторонами угла лннію данной величи-
ны, которая о т с е к а л а бы отъ угла триугольникъ, равновеликій 
данному к в а д р а т у . 

1 6 8 . Р а з д е л и т ь параллелограммъ ABCD на д в е части в ъ от-
н о ш е н і и m: п линіею, параллельною данной прямой MN. 

1 6 9 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равновеликій двойному данному 
к в а д р а т у . 

1 7 0 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равновеликій половине даннаго 
квадрата . 

1 7 1 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равповелнкій данному паралле-
лограмму. 

1 7 2 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равновелнкій данному т р и у г о л ы ш к у . 
1 7 3 . П р е в р а т и т ь триугольникъ, к о т о р а г о о с н о в а н і е равно Ь 

* а в ы с о т а равна Л, в ъ равновеликій ему триугольникъ, имЬющій 
д а н н у ю в ы с о т у Я или данное о с н о в а н і е В . 

1 7 4 . Построить к в а д р а т ъ равновелнкій суммЬ н е с к о л ь к и х * 
к в а д р а т о в * , к о т о р ы х * с т о р о н ы с у т ь и, Ь, е . . . . 
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1 7 5 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равновелики! р а з н о с т и д в у х ъ квад-
р а т о в * , к о т о р ы х ъ с т о р о н ы с у т ь а и Ь. 

1 7 6 . Определить и о с т р о е н і е м ъ квадратный корень и з ъ 1 5 4 . 
1 7 7 . I Ia линіи LM найти т а к у ю т о ч к у , чтобы р а з н о с т ь квад-

р а т о в * р а з с т о я н і й этой т о ч к и отъ д в у х ъ дапныхъ т о ч е к ъ Д н В 
р а в н я л а с ь данному квадрату к \ 

178 . Определить такія д в е линіи, ч т о б ы сумма и х ъ квадра-
т о в ъ равнялась данному к в а д р а т у к - и прямоугольникъ, и з ъ 
н и х ъ составленный, былъ бы р а в н о в е л и к * прямоугольнику, ко-
т о р а г о о с н о в а н і е е с т ь b а в ы с о т а h. 

1 7 9 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равповеликіи даннаго к в а д р а т а . 
1 8 0 . Разделить триугольникъ на m р а в н ы х * ч а с т е й линіями, 

проведенными и з * в е р ш и н ы е г о . 
181 . П о с т р о и т ь к в а д р а т ъ равновеликій данному м н о г о у -

гольнику. 
1 8 2 . Даны д в а п о д о б н ы х * м н о г о у г о л ь н и к а , — о п р е д е л и т ь т р е -

ті м н о г о у г о л ь н и к * и м * подобный и равновелпкій и х ъ сумме. 
1 S 3 . П о с т р о и т ь многоугольникъ подобный данному многоуголь-

нику и о т н о с я щ і й с я къ нему к а к ъ m: п. 
1 8 4 . Д а н ы д в а м н о г о у г о л ь н и к а , - п о с т р о и т ь трет ій многоуголь-

н и к * подобный одному и равновеликій д р у г о м у . 
1 8 5 . Найти д в е линіи, к о т о р ы х * о т н о ш е н і е р а в н я л о с ь бы от-

ношепно д в у х ъ д а н н ы х * к в а д р а т о в * . 
1 8 6 . С т о р о н ы триугольника с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы 5 Ф., 9 Ф. 

и 10 Ф.; определить площадь его . 
1 8 7 . О п р е д е л и т ь площадь трапеціи по д а н н ы м * ч е т ы р е м * 

с т о р о н а м * ея а , Ь, с и d, предполагая, ч т о а и b с у т ь оя парал-
лельныя с т о р о н ы . 

1 8 8 . Р а з д е л и т ь т р и у г о л и ш к * ABC пополам* линіею, пер-
пендикулярной к * одной и з * с т о р о н * его . 

1 8 9 . Р а з д е л и т ь триугольникъ ABC пополамъ линіею, проходя-
щ е ю ч р е з ъ т о ч к у О, л е ж а щ у ю на с т о р о н е АС. 

190. В н у т р и триугольника ABC найти т а к у ю т о ч к у , чтобы 
прямыя, п р о в е д е н н ы й отъ этой точки къ т р е м ъ в е р ш и н а м ъ 
Л, В и С, разделили триугольникъ на три р а в н о в е л н к и х ъ три 
угольника . 

1 9 1 . В н у т р и триугольника ЛВС наіітп т а к у ю т о ч к у , чтобы ли-
ши, пронеденпыя о т * этой точки къ т р е м * в е р ш и н а м * А, в и-
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С, разделили триугольникъ на три триугольника , к о т о р ы х ъ 
площади относились бы какъ m: п\ г . 

192 . Разд-Ьлпть триугольникъ пополамъ линіею параллельною 
о с н о в а н и е е г о . 

1 9 3 . На линіи а построить прямоугольникъ равновеликій дан-
ному прямоугольнику, к о т о р а г о о с н о в а н і е е с т ь b а в ы с о т а А. 

1 9 4 . По данному п е р и м е т р у 2р п о с т р о и т ь прямоугольникъ, 
равновелнкій данному к в а д р а т у к-. 

1 9 5 . По данному периметру 2р п о с т р о и т ь прямоугольникъ 
равновеликій данному прямоугольнику. 

1 9 6 . Данную линію р разделить на д в е ч а с т и т а к ъ , ч т о б ы 
прямоугольникъ, с о с т а в л е н н ы й изъ в с е й линіи и одной ч а с т и 
ея , былъ равновеликъ данному к в а д р а т у к". 

1 9 7 . По данной р а з н о с т и <1 между основаніемъ и в ы с о т о ю 
п о с т р о и т ь прямоугольникъ равновеликиі ' данному к в а д р а т у /с*. 

1 9 8 . Но данной г п п о т е п у з ѣ а п о с т р о и т ь прямоугольный три-
угольникъ равновеликій данному к в а д р а т у к\ 

199 . П р о в е с т и ч р е з ъ в н е ш н ю ю т о ч к у Л с е к у щ у ю къ к р у г у 
т а к ъ , чтобы сумма к в а д р а т о в ъ в н у т р е н н е й и в н е ш н е й ч а с т и ея 
равнялась данному к в а д р а т у к*. 

2 0 0 . П о с т р о и т ь триугольникъ по тремъ даннымъ в ы с о т а м ъ 
его Л, Л, и Л,. 

2 0 1 . В ъ т р н у г о л ы ш к е , котораго о с н о в а н і е е с т ь b а в ы с о т а 
/і, в п и с а т ь прямоугольникъ равновелнкій данному к в а д р а т у . 

2 0 2 . О п р е д е л и т ь площадь правильнаго д в е н а д ц а т и у г о л ь н и к а 
вписаннаго в ъ к р у г ъ р а д і у с а г . 

2 0 3 . По данной с т о р о н е правильнаго триугольника , пяти-
угольника, ш е с т и у г о л ь н и к а , десятиугольника , д в е н а д ц а т и у г о л ь -
ника, определить площади э т и х ъ многоугольниковъ . 

2 0 4 . По данной площади к" вписаннаго квадрата и правиль-
наго в п и с а н н а г о ш е с т и у г о л ь н и к а , определить площадь описан-
наго квадрата и описаннаго ш е с т и у г о л ь н и к а . 

205 . П р о в е с т и ч р е з ъ т о ч к у D, л е ж а щ у ю в н у т р и угла ЛВС, 
прямую, которая отсекала бы отъ угла триугольникъ, равно-
велики! данному параллелограмму. 

Г Л А В А V I I I . 

О п р е д ѣ л е н і е о к р у ж н о с т и и п л о щ а д и к р у г а . 

О і т а ш ъ . ОПРІІДѢЛЕІПЕ ОКРУЖНОСТИ И ПЛОЩАДИ КРУГА. КВАДРА-

ТУРА КРУГА, ІШІОКРАТОВА луночка. О И И М И Ш ПЛОЩАДИ KPJIUO.HI-

ІПІШІЫХЪ Фнгуръ. Задачи. 

О п р е д ѣ л а х ъ , 

X § 1 7 1 О н р е д ѣ л е н і е о к р у ж н о с т и и п л о щ а д и к р у г а , р а в н о 
к а к ъ в ы ч и с л е н і е д л и н ы и п л о щ а д и к а к о й н и б у д ь к р и в о й 
л и ш и , о с н о в ы в а е т с я н а о с о б о м ъ с п о с о б ѣ , к о т о р ы й н а -
з ы в а е т с я способо.мъ ѵредіьловъ. 

Е с т ь д в а р о д а в е л и ч и н ъ : в е л и ч и н ы перемѣпныл и в е -
л и ч и н ы постоянны».. К о г д а в е л и ч и н а и з м ѣ н я е т с я у в е -
л и ч и в а я с ь и л и у м е н ь ш а я с ь , о н а н а з ы в а е т с я переменною-
к о г д а ж е о н а с о х р а н я е м о д н о и т о ж е з н а ч е н і е - постоян-
ною. Н а п р . д і а м е т р ъ в ъ д а н н о м ъ к р у г ѣ е с т ь в е л и ч и н а 
п о с т о я н н а я , п о т о м у ч т о в с я к . й д і а м е т р ъ , к а к о е б ы н и 
и м ѣ л ъ о и ъ п о л о ж е п і е , н м ѣ е т ъ в с е г д а о д н у и т у ж е в е -
л и ч и н у ; н а п р о т и в ъ т о г о , х о р д а е с т ь в е л и ч и н а п е р е -
м ѣ п н а я , п о т о м у ч т о с ъ п е р е м ѣ н о й е я п о л о ж е н і я и з -
м ѣ н я е т с я и в е л и ч и н а е я ; п р о и з в е д е т е ж е о т р ѣ з к о в ъ 
х о р д ъ , п р о х о д я і ц и х ъ ч р е з ъ о д н у и т у ж е т о ч к у в н у т р и 
к р у г а , б у д е т ъ в е л и ч и н о ю п о с т о я н н о ю , п о т о м у ч т о п р о -
и з в е д е т е это- о д и н а к о в о д л я в с ѣ х ъ х о р д ъ , п р о х о д я щ и х ъ 
ч р е з ъ э т у т о ч к у . П о д о б и ы м ъ о б р а з о м ъ у г л ы к а к о г о н и -
б у д ь т р и у г о л ь н и к а с у т ь в е л и ч и н ы п е р е м ѣ н н ы я , п о т о м у 
ч т о с ъ и з м ѣ н е н і е м ъ в и д а т р и у г о л ь н и к а и з м ѣ н я ю т с я и 
у г л ы е г о ; н о с у м м а в с ѣ х ъ т р е х ъ у г л о в ъ т р и у г о л ь н и к а 



е с т ь в е л и ч и н а п о с т о я н н а я , п о т о м у ч т о , к а к о г о б ы в и д а 
н е б ы л ъ т р и у г о л ь н и к ъ , с у м м а э т а о с т а е т с я н е и з ы ѣ п и о и . 

К о г д а п е р е м ѣ п и а я в е л и ч и н а , и з м ѣ н я я с ь , п р и б л и ж а е т -
с я б е з п р е д ѣ л ы ю к ъ п о с т о я н н о й в е л и ч и н ѣ , т а к ъ ч т о р а з -
н о с т ь м е ж д у н и м и м о ж е т ъ О ы т ь с д ѣ л а н а к а к ъ у г о д н о м а л о й , 
т о п о с т о я н н а я в е л и ч и н а н а з ы в а е т с я предѣломъ п е р е м ѣ н -
н о й . Н а п р . с ѣ к у щ а я , по м ѣ р ѣ с б л и ж е н і я м е ж д у с о б о ю 
д в у х ъ т о ч е к ъ п е р е с ѣ ч е н і я , п р и б л и ж а е т с я б е з п р е д ѣ л ь н о 
к ъ к а с а т е л ь н о й ; по э т о м у к а с а т е л ь н а я е с т ь г і р е д ѣ л ъ с ѣ -
к у щ е й , к о г д а т о ч к и п е р е с ѣ ч е н і я е я с б л и ж а ю т с я . Р а в н ы м ъ 
о б р а з о м ъ д р о б ь 0 , 9 9 9 9 . . . . б е з п р е д ѣ л ь н о г і р и б л и л і а е т с я 
к ъ 1 , по м ѣ р ѣ у в е л и ч е н і я ч и с л а д е с я т и ч н ы х ъ з н а к о в ъ , 
и п о э т о м у 1 е с т ь п р е д ѣ л ъ д р о б и 0 , 9 9 9 9 . . . . 

О д н о п р и б л і ш е н і е н е р е м ѣ н н о й в е л и ч и н ы к ъ п о с т о я н -
н о й н е д о с т а т о ч н о для т о г о , ч т о б ы п р и н я т ь п о с т о я н н у ю 
в е л и ч и н у з а п р е д ѣ л ъ п е р е м ѣ н н о й ; н е о б х о д и м о для э т о -
г о у д о с т о в ѣ р и т ь с я , ч т о с б л и ж е н і е г і р о и с х о д и т ъ н е о г р а -
н и ч е н н о , т . е . , ч т о р а з н о с т ь м е ж д у п е р е м ѣ н н о й и п о с т о я н -
н о й в е л и ч и н о ю м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а м е н ѣ е в с я к о й в е -
л и ч и н ы . Н а п р . д р о б ь 0 , 9 8 8 8 . . . . , п о м ѣ р ѣ у в е л и ч е н і я 
ч и с л а з н а к о в ъ , п р и б л и ж а е т с я т а к ж е к ъ 1 ; п о т ѣ м ъ н е м е н ѣ е 
\ н е е с т ь п р е д ѣ л ъ е я , п о т о м у что р а з н о с т ь м е ж д у н и -
ми о с т а е т с я в с е г д а б о л ь ш е в е л и ч и н а , к ъ к о т о р о й 

J U 
д р о б ь 0 , 9 8 8 8 б е з п р е д ѣ л ы ю п р и б л и ж а е т с я е с т ь 
8 9 

и п о т о м у э т а д р о б ь е с т ь п р е д ѣ л ъ д р о б и 0 , 9 8 8 8 . . . . 

П е р е м ѣ и и а я в е л и ч и н а , к о т о р а я и м ѣ е т ъ и р е д ѣ л о м ъ 
н у л ь и н е о г р а н и ч е н н о п р и б л и ж а е т с я къ н е м у , н а з ы в а е т -
с я величиною безконечно малою. Н а п р . р а з с т о я н і е д в у х ъ 
т о ч е к ъ п е р е с ѣ ч е и і я с ѣ к у щ е й , к о г д а о н а п р и б л и ж а е т с я 
к ъ к а с а т е л ь н о й , е с т ь в е л и ч и н а б е з к о н е ч н о малая ; р а в -
н ы м ъ о б р а з о м ъ р а з н о с т ь 1 — 0 , 9 9 9 . . . е с т ь в е л и ч и н а б е з -
к о н е ч н о малая. 

— m — 

Е с л и ч р е з ъ а о з н а ч и м ъ п р е д ѣ л ъ к а к о й н и б у д ь п е р е -
м ѣ н н о й в е л и ч и н ы и ч р е з ъ х р а з н о с т ь м е ж д у н и м и , т о 
п е р е м ѣ н н у ю в е л и ч и н у м о ж н о п р е д с т а в и т ь в ъ в и д ѣ а-л-х. 
О ч е в и д н о , ч т о х, о з н а ч а я р а з н о с т ь м е ж д у п е р е м ѣ н и о й в е -
л и ч и н о ю и е я п р е д ѣ л о м ъ , е с т ь в е л и ч и н а у м е н ь ш а ю щ а я с я 
и б е з п р е д ѣ л ь н о п р и б л и ж а ю щ а я с я к ъ н у л ю ; с л ѣ д о в . х 
е с т ь в е л и ч и н а б е з к о н е ч н о м а л а я . 

К" § * 7 2 . Т Е О Р Е М А . Если двѣ псремѣшіыя величины при 
вс/ьхъ своихъ изміьнснгпхъ равны между собою, то равны 
•и прсдѣлы ихъ. 

П у с т ь б у д у т ъ а-л-х n b - н у д в ѣ п е р е м ѣ н н ы я в е л и -
ч и н ы , к о т о р ы х ъ п р е д ѣ л ы с у т ь а и Ь: п о л о ж и м ъ , ч т о 
а - * - х = b - н у ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о а — Ь. 

Доказ. З а м ѣ т и м ъ , ч т о а н е м о ж е т ъ б ы т ь м е н ь ш е Ь. 
В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , е с л и а < 6 , т о , о з н а ч и в ъ р а з н о с т ь 
b — а ч р е з ъ d и п р е д с т а в и в ъ у р а в н е н і е а - н х = b -л-у 
в ъ в и д ѣ X — у — b — а, н а й д е м ъ х — у = d; в с л ѣ д -
с т в і е э т о г о р а з н о с т ь м е ж д у хну д о л ж н а о с т а в а т ь с я п о -
с т о я н н о р а в н о й к о н е ч н о й в е л и ч и н ѣ d, с л ѣ д о в . х и у 
н е м о г л и б ы б е з п р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а т ь с я , а э т о п р о т и в н о 
п р е д н о л о г а е м о м у с в о й с т в у в е л и ч и н ъ х и у. 

К ъ п о д о б н о м у ж е п р о т и в о р ѣ ч і ю п р и в о д и т ъ п р е д п о л о -
ж е н і е a ^ > b . П т а к ъ а д о л ж н о р а в н я т ь с я Ь. 

у § 1 7 3 . Т Е О Р Е М А . Если два перелиыінын величины, при 
вс/ьхъ своихъ измѣненіяхъ сохраняют?, между собою 
одно и тоже отношены, то въ томъ же отношеше бу-
дутъ и пределы ихъ. 

П у с т ь б у д у т ъ а - н х и b - і - у д в ѣ п е р е м ѣ и н ы я в е л и ч и -
н ы , к о т о р ы х ъ п р е д ѣ л ы с у т ь а и Ь: п о л о ж и м ъ , ч т о 

a - H X 
о т н о ш е ш е ^ - е с т ь п о с т о я н н а я в е л и ч и н а ; т р е б у е т с я 

д о к а з а т ь , ч т о " х - — 
Ь-і-у b 

I i 
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Доказ. П о л о ж и м ъ — р а з у м ѣ я п о д ъ тип 

к а к і я н и б у д ь п о с т о я н н ы я к о л и ч е с т в а , т о г д а 
cm н - пх — Ьт -§- ту. 

Т а к ъ к а к ъ an - і - пх е с т ь п е р е м ѣ н н а я в е л и ч и н а , к о -
т о р о й н р е д ѣ л ъ р а в е н ъ a n , а Ь т - л - т у — п е р е м ѣ н н а я в е -
л и ч и н а , к о т о р о й п р е д ѣ л ъ р а в е н ъ I m , т о и з ъ р а в е н с т в а 
н е р е м ѣ н н ы х ъ в е л и ч и н ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у § , с л ѣ д у е т ъ , a m 
an — um, или — — — • С р а в н и в а я э т у п р о п о р ц н о с ъ 

а н - X m а - » - х а 
п р о п о р ц і е ю ; = — > н а х о д и м ъ _ — 

о -t- у п и -t- у и 

^ § 1 7 4 . Т Е О Р Е М А . Площадь круга сеть прсдѣлъ площадей 
правильныхь вписанныхъ и описанныхъ многоугольниковъ, 
когда число сторонъ ихъ неограниченно увеличивается. 

Доказ. О ч е в и д н о , ч т о п л о щ а д ь к р у г а б о л ь ш е п л о щ а д и 
в п и с а н н а г о и м е н ь ш е п л о щ а д и о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь -
н и к а , п о т о м у ч т о площадь в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а 
е с т ь ч а с т ь п л о щ а д и к р у г а , а п л о щ а д ь к р у г а — ч а с т ь пло-
щ а д и о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а . Но р а з н о с т ь м е ж д у 
п л о щ а д я м и в п и с а н н а г о и о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к о в ъ 
б е з п р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а е т с я при у в е л и ч е н і и ч и с л а с т о -
р о н ъ и м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а м е и ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы . 

QB-I, с а м о м ъ д ѣ л ѣ , п у с т ь б у д е т ъ A B 
( ч е р т . 2 2 5 ) с т о р о н а п р а в и л ь н а г о в п и с а н -
н а г о м н о г о у г о л ь н и к а и OD р а д і у с ъ п е р -
п е н д и к у л я р н ы й к ъ н е й . Т а к ъ к а к ъ CD = 

і OD—ОС—АО—ОС, и АО—ОС <і АС, т о 
D CD АС, т . е . разность радіусч и апоѳе-

Черт. 22Ü. меніье половины стороны многоугольни-
ка. П р и п о с л ѣ д о в а т е л ь и о м ъ у д в о е н і н ч и с л а с т о р о н ъ 
ц е н т р а л ь н ы е у г л ы п о с т е п е н н о у м е н ь ш а ю т с я и м о г у т ъ 
б ы т ь с д ѣ л а н ы п р о и з в о л ь н о м а л ы м и , с л ѣ д о в а т . и е т о р о -
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н ы м н о г о у г о л ь н и к а б е з п р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а ю т с я и м о г у т ъ 
б ы т ь с д ѣ л а н ы м е н ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы , а т а к ъ к а к ъ , 
по д о к а з а н н о м у , р а з н о с т ь р а д і у с а и а п о ѳ е м ы м е н ѣ е п о -
л о в и н ы с т о р о н ы , т о и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о э т а р а з -
н о с т ь , при п о с л ѣ д о в а т е л ы ю м ъ у д в о е и і и ч и с л а с т о р о н ъ 
м н о г о у г о л ь н и к а , б е з п р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а е т с я . Е с л и ж е о з -
н а ч и м ъ ч р е з ъ и п л о щ а д ь п р а в и л ь н а г о в п и с а н н а г о и ч р е з ъ 
U п л о щ а д ь о д и о и м е и н а г о о п и с а н н а г о м н о г — к а , ч р е з ъ 
г р а д і у с ъ к р у г а и ч р е з ъ а а п о о е м у , т о ( § 1 5 0 с л ѣ д с . 2 ) 
и __ а0 

77" — Т 2 И Л И > В Ы Ч Т Я о б ѣ ч а с т и э т о г о у р а в п е п і я и з ъ 

е д и н и ц ы : 
U — и _ г г — ff2 

^ и - ' 
Т а к ъ к а к ъ п р и п о с л ѣ д о в а т е л ь н о м ъ у в е л и ч е н і и ч и с л а 
с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , но д о к а з а н н о м у , а и е о п р е -
Д ѣ л е и н о п р и б л и ж а е т с я к ъ г , т о и з ъ э т о г о у р а в н е н і я 
с л ѣ д у е т ъ , ч т о р а з н о с т ь U — u б е з п р е д ѣ л ь и о у м е н ь ш а е т с я 
и м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а п а м е н ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы . О т -
сюда мы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о ч р е з ъ п о с л ѣ д о в а т е л ь н о е у в е л и -
ч е н а ч и с л а с т о р о н ъ , р а з н о с т ь м е ж д у п л о щ а д я м и к р у г а 
и в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а , р а в н о к а к ъ и р а з н о с т ь 
м е ж д у п л о щ а д я м и о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а и к р у г а , м о -
ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а м е и ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы и п о т о м у 
п л о щ а д ь к р у г а е с т ь п р е д ѣ л ъ п л о щ а д е й п р а в и л ь н а г о в п и -
с а н н а г о и о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , к о г д а ч и с л о 
с т о р о н ъ и х ъ б е з п р е д ѣ л ь н о у в е л и ч и в а е т с я . 

П р е д л о ж е и і е э т о в ы р а ж а е т с я и н о г д а и т а к ъ : кругъ 
есть правильный многоугольникъ съ безконечнымъ числомп 
сторонъ. 

У § 1 7 5 . Т Е О Р Е М А . Окружность есть пред/ьлъ пѵриліе-
тровъ правильнаго вписаннаго и описаннаго многоугольни-
ковъ, когда тело сторонъ ихъ неограниченно увеличивается. 

H * 
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Доказ. И з ъ п р е д ъ п д у щ а г о § с л ѣ д у е т ъ , ч т о п р и п о -
с т е п е н и о м ъ у п е л н ч е п і и ч и с л а с т о р о н ъ , в п и с а н н ы е и о п и -
с а н н ы е м н о г о у г о л ь н и к и п р и б л и ж а ю т с я к ъ с о в п а д е п і ю с ъ 
к р у г о м ъ ; с л ѣ д о в . и п е р и м е т р ы и х ъ п р и б л и ж а ю т с я к ъ 
с о і і и а д е п і ю с ъ о к р у ж н о с т ь ю к р у г а . 

Но при у д п о е п і и ч и с л а с т о р о н ъ п е р и м е т р ъ в п и с а н н а г о 
м н о г о у г о л ь н и к а у в е л и ч и в а е т с я ( § 1 3 1 ) , а п е р и м е т р ъ о п и -
с а н н а г о у м е н ь ш а е т с я ( § 1 3 2 ) ; с л ѣ д о в . п е р и м е т р ъ о п п -
е а п и а г о м н о г о у г о л ь н и к а п р и б л и ж а е т с я к ъ с о в п а д е н і ю с ъ 
о к р у ж н о с т ь ю у м е н ь ш а я с ь , а п е р и м е т р ъ в п и с а н н а г о п р и -
б л и ж а е т с я к ъ с о в п а д е п і ю с ъ о к р у ж н о с т ь ю у в е л и ч и в а я с ь . 
И з ъ э т о г о с л е д у е т * , ч т о о к р у ж н о с т ь к р у г а б о л ь ш е п е -
р и м е т р а в п и с а н н а г о и м е н ь ш е п е р и м е т р а о п и с а н н а г о 
м н о г о у г о л ь н и к а . 

П р и п о с т е и е п и о м ъ ж е у д в о е н і и ч и с л а с т о р о н ъ р а з -
н о с т ь м е ж д у п е р и м е т р а м и в п и с а н н а г о п о п и с а н н а г о 
м н о г о у г о л ь н и к о в ъ н е о г р а н и ч е н н о у м е н ь ш а е т с я и м о ж е т ъ 
б ы т ь с д е л а н о м е и ѣ е в с я к о і і в е л и ч и н ы . В ъ с а м о м ъ д е л е , 
п у с т ь б у д е т ъ Р п е р и м е т р ъ о п и с а н н а г о и р п е р и м е т р ъ 
о д н о н м е н н а г о в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , г р а д і у с ъ 
к р у г а и a а н ц ѳ е м а , т о г д а ( § 12 ! ) ) 

Т а к ъ к а к ъ , при п о с т е п е н н о м * у в е л и ч е н і и ч и с л а с т о -
р о н ъ , р а з н о с т ь ?• — а , по п р е д ъ и д у щ е м у § , б е з п р е д ѣ л ь -
н о у м е н ь ш а е т с я , т о и з ъ э т о г о у р а в н е и і я с л е д у е т ъ , ч т о 
и Р — р м о ж е т ъ б ы т ь с д е л а н о м е н ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы . 
О т с ю д а з а к л ю ч а е м ъ , ч т о ч р е з ъ п о с т е п е н н о е у в е л и ч е -
піе ч и с л а с т о р о н ъ , р а з н о с т ь м е ж д у о к р у ж н о с т ь ю п п е -
р и м е т р о м ъ в и м с а н и а г о м н о г о у г о л ь н и к а , р а в н о к а к ъ и 
р а з н о с т ь м е ж д у п е р и м е т р о м ъ о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и -
ка и о к р у ж н о с т ь ю , м о ж е т ъ б ы т ь с д е л а н а м е н ь ш е в с я к о й 
в е л и ч и н ы , п п о т о м у о к р у ж н о с т ь е с т ь п р е д ѣ . г ь п е р и м е т р о в * 
п р а в и л ь н ы х ъ о и и с ч и н ы х * и в п и с а н н ы х * м н о г о у г о . м , -
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н и к о е * , к о г д а число с т о р о н ъ и х ъ н е о г р а н и ч е н н о у в е -
л и ч и в а е т с я . 

О п р е д ѣ л е н і е о к р у ж н о с т и и п л о щ а д и к р у г а . 

/ § 1 7 6 . Т Е О Р Е M л . Окружности круювъ относятс н какъ 
радіусы или діамстры ихъ. 

В о о б р а з и м ъ д в а к р у г а , р а д і у с ы к о т о р ы х ъ п у с т ь б у -
д у т * г и В, а д л и н ы о к р у ж н о с т е й С и с; т р е б у е т с я 

д о к а з а т ь , ч т о — — — — — 
с г 2 г 

Доказ. П о л о ж и м ъ , что в ъ э т и х ъ к р у г а х ъ в п и с а н ы 
д в а п р а в и л ь н ы х ъ о д н о и м е н н ы х * м н о г о у г о л ь н и к а ; о з н а -
ч и в * п е р и м е т р ы и х ъ ч р е з ъ Р и р, н а х о д и м ъ ( § 1 2 9 ) 

1 = 1 . 
р г ' 

н о т а к ъ к а к ъ о к р у ж н о с т ь е с т ь п р е д ѣ л ъ в п и с а н н ы х * м н о -
г о у г о л ь н и к о в * , т о ( § 1 7 5 ) . 

— = — = — 

с г 2 г 
П р е д с т а в и в * э т у пропорцію в * в и д ѣ 

С _ іс 
2Л~2г' 

з а к л ю ч а е м * , ч т о о т н о ш е н і е о к р у ж н о с т и к ъ д і а м е т р у е с т ь 
число постоянное, о д и н а к о в для в с ѣ х ъ к р у г о в * . 

Э т о п о с т в я н н о е ч и с л о у с л о в и л и с ь и з о б р а з и т ь г р е ч е -
с к о ю б у к в о ю іг, т а к ъ ч т о 

С 
2 В 

Ч и с л о те е с т ь ч и с л о и р р а ц і о н а л ь н о е , и п о т о м у н е м о -
ж е т ъ б ы т ь о п р е д е л е н о с ъ т о ч н о с т і ю ; п р и б л и ж е н н а я 
в е л и ч и н а е г о е с т ь : 3 , 1 4 . 1 5 9 . . . . ( с м . § 1 7 9 ) . 

V § 1 7 7 . Т Е О Р Е М А . Длина окружности равняется ра-
Оіусу умнозтниому на 2ті. 
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П у с т ь б у д у т ъ С д л и н а о к р у ж н о с т и и Л е я р а д і у с ъ ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о C = 2izB. 

Q 

Доказ, И з ъ у р а в н е п і я п р е д ъ и д у щ а г о § : = тт, н а -

х о д и м ъ С = 2 т с і ? , ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 
С ъ и о м о щ і ю э т о г о у р а в н е н і я о п р е д е л я е т с я д л и н а о к р у ж -

н о с т и , к о г д а р а д і у с ъ е я и з в ѣ с т е н ъ , п р и ч е м ъ д л и н а 
о к р у ж н о с т и б у д е т ъ в ы р а ж е н а в ъ т ѣ х ъ ж е л и н е й н ы х ъ 
е д и н и ц а х ъ , в ъ к о т о р ы х ъ в ы р а ж а е т с я р а д і у с ъ . 

О г і р е д ѣ л е н і е д л и н ы о к р у ж н о с т и в ъ л и н е й н ы х ъ е д и н и -
ц а х ъ н а з ы в а е т с я выпрямленіемъ о к р у ж н о с т и . 

Е с л и в ъ у р а в н е н і и С = 2-II п р и м е м ъ Л = і, т о 
С =2 2 т : ; э т о з н а ч и т ъ , ч т о 2~ есть длина окружности, ко-
торой радіусъ равенъ 1. 

П з ъ у р а в н е н і я С = 2 - й н а х о д и м ъ В = ~ • С ъ 
2тг 

п о м о щ і ю э т о г о в ы р а ж е н і я м о ж н о о н р е д ѣ л и т ь р а д і у с ъ 
к р у г а , к о г д а и з в ѣ с т и а д л и н а о к р у ж н о с т и . 

§ 1 7 8 . З А Д А Ч А . Определить длину душ, содержащей 
п градусовъ. 

Р/ыиеніе. П у с т ь б у д е т ъ s д л и н а д у г и , с о д е р ж а щ е й н ° , 
и Л р а д і у с ъ к р у г а . Т а к ь к а к ъ д л и н а в с е й о к р у ж н о с т и р а в н а 

2ти i f , т о д л и н а к а ж д а г о г р а д у с а е я б у д е т ъ и п о т о м у 

_ 2 т - В . п 
5 - ~ 3 6 Ö ~ ' 

Д л и н а д у г и , о г і р е д ѣ л е н н о й с ъ п о м о щ і ю э т о г о у р а в н е н і я , 
б у д е т ъ в ы р а ж е н а в ъ т ѣ х ъ ж е л и н е й н ы х ъ е д и н и ц а х ъ , в ъ 
к о т о р ы х ъ в ы р а ж а е т с я р а д і у с ъ В . О н р е д ѣ л е н і е д у г и в ъ 
л и н е й н ы х ъ е д и н и ц а х ъ н а з ы в а е т с я выпрямленгемъ е я . 

И з ъ п р е д ъ и д у щ а г о у р а в н е н і я н а х о д и м ъ : 

3 6 0 . . ? . 
Ä = * т г ' 
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с ъ н о м о щ і ю э т о г о в ы р а ж е и і я м о ж н о о п р е д е л и т ь ч и с л о 
г р а д у с о в ъ , с о д е р ж а щ и х с я в ъ д у г ѣ д а н н о й д л и н ы и д а н -
н а г о р а д і у с а . 

Е с л и и з ъ в е р ш и н ы у г л а , с о д е р ж а щ е г о п°, о п и ш е м ъ 
р а д і у с а м и Ii и г д у г и и о з н а ч и м ъ д л и н ы э т и х ъ д у г ъ 

ч р е з ъ S u s , т о , по н р е д ъ и д у щ е м у , 5 = и 
«JÜU 

- _ 2 і с г . я S R 
s — ~ 3 ß Q ~ ' с л ѣ д о в . — r z — > т . е . душ, соответствую-

щія одному и тому owe центральному углу, относятся 
между собою какъ ихъ радіусы. 

§ 1 7 9 . З А Д А Ч А . Определить отношеше окружности 
къ діаметру, т. е. число тт. 

Решепіе В ъ § 1 7 7 м ы н а ш л и , ч т о 2 ~ е с т ь д л и н а о к р у ж -
н о с т и , к о т о р о й р а д і у с ъ р а в е н ъ 1 , и п о т о м у о п р е д ѣ л е н і е 
7с п р и в о д и т с я к ъ о п р е д ѣ л е н і ю о к р у ж н о с т и , к о т о р о й р а -
д і у с ъ е с т ь 1 . 

Д л я п р и б л и ж е н н а г о в ы ч и с л е н і я т а к о й о к р у ж н о с т и , о з н а -
ч и м ъ ч р е з ъ а6, я ) 2 , я 2 4 . . . с т о р о н ы п р а в и л ь н ы х ъ в п и -
с а н н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о 6 , 1 2 , 2 4 . . . с т о р о н а х ъ , а 
ч р е з ъ be, bt„, bi(... с т о р о н ы с о о т в ѣ т с т в е и п ы х ъ о п и с а н -
н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , и в ы ч и с л и м ъ п е р и м е т р ы э т и х ъ 
м н о г о у г о л ь н и к о в ъ . 

Т а к ъ к а к ъ р а д і у с ъ к р у г а р а в е н ъ 1 , т о ( § 1 3 5 ) а 6 = 1 , и 
п е р и м е т р ъ в п и с а н н а г о ш е с т и у г о л ь н и к а р а в е н ъ п о э т о м у 6 . 

Д а л ѣ е , по § 1 2 4 : 

= \ Д — у / з = 0 , 5 1 7 6 3 8 . . . , 

с л ѣ д о в . п е р и м е т р ъ в п и с а н н а г о д в е н а д ц а т и у г о л ь н и к а р а -
в е н ъ 6 , 2 1 1 6 5 7 . . 
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Т а к и м ъ ж е о б р а з о м ъ н а х о д и м ъ 

= \ Д — s K l = 0 , 2 6 1 0 5 2 . . . , 

я < 8 = V 2 — 2 — = 0 , 1 3 0 8 0 6 . . . , 

« s o = \ Л — 2 ^ 1 0 , 0 6 5 4 - 3 8 . . . . 

и т . д . 
С о о т в ѣ т с т в у ю щ і е п е р и м е т р ы б у д у т ъ : 

6 , 2 6 5 2 5 7 . . . , ; 6 , 2 7 8 7 0 0 . . . ; 6 , 2 8 2 0 6 4 - . . . и т . д . 
З а т ѣ м ъ в ы ч и с л и м ъ , по ф о р м у л ѣ § 1 3 0 , с т о р о н ы bs bVi b 
о п и с а н н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ ; н а х о д и м ъ : 

Ь , = п а * = 1 , 1 5 4 7 0 0 . . . , 

й „ - а " = 0 , 5 3 5 8 9 8 . . . , 

b u = а ' < = 0 , 2 6 3 2 9 4 . . . , 

Г і - Ѵ 
6 4 8 = ff" , = 0 , 1 3 1 0 8 7 . . , , 

у { 
4 

К , = ° 9 6 „ = 0 , 0 6 5 4 7 2 . . . 

K l - £ £ 
4 

и т . д . 
С о о т в ѣ т с т в у ю щ і е п е р и м е т р ы б у д у т ъ : 
6 , 9 2 8 2 0 0 ; 6 , 6 3 0 7 7 6 ; 6 , 3 1 9 0 5 6 ; 6 , 2 9 2 1 7 6 ; 6 , 2 8 5 4 3 0 ; и х . 
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Для б о л ь ш е й н а г л я д н о с т и п о м ѣ щ а е л г ь р е з у л ь т а т ы в ы -
ч и с л е н і й в ъ с л ѣ д у ю щ е й т а б л и ц ѣ : 

Число стороиъ 

многоугольника. 

Периметръ шшсашіаго 

многоугольника. 
Периметръ ошісаннаго 

миогоуголышка. 

6 6 , 0 0 0 0 0 0 6 , 9 2 8 2 0 0 
1 2 6 , 2 1 1 6 5 7 6 , 6 3 0 7 7 6 

2 4 6 , 2 6 5 2 5 7 6 , 3 1 9 0 5 6 
4 8 6 , 2 7 8 7 0 0 6 , 2 9 2 1 7 6 
9 6 6 , 2 8 2 0 6 4 6 , 2 8 5 4 2 9 

1 9 2 6 , 2 5 2 9 0 5 6 , 2 8 3 7 4 6 
3 8 4 6 , 2 8 3 1 1 5 6 , 2 8 3 3 2 6 
7 6 8 6 , 2 8 3 1 6 8 6 , 2 8 3 2 2 0 

1 5 3 6 6 , 2 8 3 8 1 6 , 2 8 3 1 9 4 
3 0 7 2 6 , 2 8 3 1 8 4 6 , 2 8 3 1 8 7 

И з ъ э т о й т а б л и ц ы в и д н о , ч т о р а з н о с т ь п е р и м е т р о в * 
о п и с а н н ы х ъ и в п и с а н н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ п о с т е п е н -
н о у м е н ь ш а е т с я по м ѣ р ѣ у в е л и ч е н і я ч и с л а с т о р о н ъ , и 
ч т о р а з н о с т ь п е р и м е т р о в * м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о 3 0 7 2 с т о -
р о н а х ъ у ж е м е н ѣ е 0 , 0 0 0 0 1 ; с л ѣ д о в . и р а з н о с т ь м е ж д у 
э т и м и м н о г о у г о л ь н и к а м и и о к р у ж н о с т ь ю к р у г а б у д е т ъ 
м е н ь ш е 0 , 0 0 0 0 1 ; а т а к ъ к а к ъ о к р у ж н о с т ь р а з с м а т р и в а -
е м а г о к р у г а в ы р а ж а е т с я ч р е з ъ 2тг, т о 

2те = 6 , 2 8 3 1 8 и л и тт = 3 , 1 4 1 5 9 , 
с ъ т о ч н о с т ь ю 0 , 0 0 0 0 1 . 

Г р е ч е с к і й Г е о м е т р ъ А р х и м е д ъ , о г р а н и ч и в а я с ь в ы -
ч и с л е н і е м ъ п е р и м е т р а м н о г о у г о л ь н и к а о 9 6 с т о р о н а х ъ , 

22 
н а ш е л ъ для те о т н о ш е н і ѳ - у - = 3 , 1 4 2 8 , в ѣ р н о е до 0 , 0 1 . 

Э т о о т н о ш е н і е , в о м и о г и х ъ п р и л о ж е н і я х ъ , и м ѣ е т ъ д о с т а -
т о ч н у ю т о ч н о с т ь . 

А д р і а н ъ Меціи , ж и в ш і й в ъ к о н ц ѣ 1 6 с т о л ѣ т і я , н а ш е л ъ : 
3 5 т 

те = ш = 3 , 1 4 1 5 9 2 0 , 
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в ѣ р н о е до 0 , 0 0 0 0 0 1 . О т м о ш е н і е э т о , о т л и ч а я с ь з н а ч и -
т е л ь н о й с т е п е н ь ю п р и б л и ж е н і я , п р е д с т а в л я е т е , к р о м ѣ 
т о г о , т у в ы г о д у , ч т о л е г к о у д е р ж и в а е т с я в ъ п а м я т и , 

{ 
о с о б е н н о е с л и п р е д с т а в и т ь е г о в ъ в и д ѣ — = 1 1 3 : 3 5 5 . * ) 

TT 
1 8 0 . Т Е О Р Е М А . Площадь круга равна квадрату ра-

дгуса, умноженному па -к. 
П у с т ь б у д е т ъ R р а д і у с ъ к р у г а и К е г о п л о щ а д ь ; т р е -

б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о К = i r / ? ä . 
Доказ. О з н а ч и м ъ ч р е з ъ С о к р у ж н о с т ь к р у г а и ч р е з ъ 

M и Р п л о щ а д ь и п е р и м е т р ъ к а к о г о н и б у д ь п р а в и л ь н а г о 
о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а . Е с л и а е с т ь р а з н о с т ь м е ж д у 
п л о щ а д я м и о п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а и к р у г а , т а к ъ ч т о 

—К=а, и ß — р а з н о с т ь м е ж д у п е р и м е т р о м ъ ;и о к р у ж -
н о с т ь ю , т а к ъ ч т о Р — С — ß, т о а и ß, п р и п о с т е п е н -
н о м ъ у в е л и ч е и і и ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а , б у д у т ъ 

Рг 
б е з п р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а т ь с я ; н о , п о § 1 4 4 , M =z —-, 
а т а к ъ к а к ъ М—К-+-а и Р— C-+-ß, т о 

,r R , г ,,, RC R в 

(*. Только около конца 1 6 - г о столѣтія число тс было о п р е д е -
лено съ такою т о ч н о с т ь ю , которая не только удовлетворяла 
в с ѣ м ъ требоваиіямъ практики, но и далеко превышала и х ъ . 
Ф р а н ц ъ В і е т а вычислилъ тг с ъ 10 десятичными знаками, с ъ по-
мощію м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о 3 9 3 2 1 6 с т о р о н а х ъ , за гЬмъ Лдріапъ 
Роменъ, опредѣлилъ тт с ъ 1 5 десятичными знаками и з ъ много-
у г о л ь н и к о в ъ о 2 5 1 6 5 8 2 4 0 с т о р о н а х ъ ; пакоиецъ ЛудольФъ изъ 
Кельна опредѣлилъ с п е р в а и с ъ 20 десятичными знаками изъ 
многоугольниковъ о 3 2 2 1 2 2 5 4 7 2 0 с т о р о н а х ъ , потомъ даже с ъ 
35 

десятичными знаками. Воличина, полученная имъ для тг е с т ь : 
іг = 3 , 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 2 3 8 4 6 2 6 4 3 3 8 3 2 7 9 5 0 2 8 8 . . 

По желанно ЛудольФа число это п о с т а в л е н о на е г о н а д г р о б -
номъ памятнике; потому оно и н а з ы в а е т с я .Іудольфовн.ш чк-
СЛОМІ. 

Шеикст . ( S h a n k s ) вычислилъ г. с ъ 5 3 0 десятичными знаками. 
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В ъ э т о м ъ у р а в н е н і и Ä - t - a и о з н а ч а ю т * д в е 

ПС 
п е р е м е н н ы я в е л и ч и н ы ; п о с т о я н н ы й ж е ч а с т и Ä и — — 

2 
б у д у т ъ п р е д е л ы и х ъ ; с л е д о в . ( § 1 7 2 ) 

т . е . площадь круга равняется окружности, умноженной 
на половину радіуса. 

Э т о в ы р а ж е н і е п л о щ а д и к р у г а м о ж н о п о л у ч и т ь в п р о -
ч е м ъ п р я м о , р а з е м а т р и в а я к р у г ъ к а к ъ п р а в и л ь н ы й м н о -
г о у г о л ь н и к ъ с ъ б е з к о н е ч н ы м ъ ч и с л о м ъ с т о р о н ъ . 

З а м е т и в ъ , ч т о С = 2 т г Я ( § 1 7 7 ) , н а х о д и м ъ K=nR2, 
ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

С ъ п о м о щ і ю э т о г о у р а в н е н і я о п р е д е л я е т с я п л о щ а д ь 
к р у г а , к о г д а р а д і у с ъ е г о и з в е с т е н * , п р и ч е м ъ п л о щ а д ь 
к р у г а б у д е т ъ в ы р а ж е н а в ъ т а к и х * к в а д р а т н ы х * е д и н и -
ц а х ъ , в ъ к а к и х * л и н е й н ы х * е д и н и ц а х * в ы р а ж а е т с я р а -
р а д і у с ъ R. 

И з ъ у р а в н е н і я К = т с « г , н а х о д и м ъ R = — ; 

п о м о щ і ю э т о г о в ы р а ж е н і я м о ж н о о п р е д е л и т ь р а д і у с * 
к р у г а , к о г д а и з в е с т н а п л о щ а д ь е г о . 

И з * у р а в н е н і я К = - / { " - с л е д у е т ъ , ч т о п л о щ а д и к р у -
г о в * о т н о с я т с я к а к ъ к в а д р а т ы и х ъ р а д і у с о в ъ . В ъ с а -
м о м ъ д е л е , п у с т ь б у д у т ъ К и К , п л о щ а д и д в у х ъ к р у -
г о в ъ , R и Rt и х ъ р а д і у с ы , т о г д а К = т г R 2 и Kt = TtRt\ 
с л е д о в . 

К _R ' 

КÉ R,2 

^ § 1 8 1 . Т Е О Р Е М А . Площадь сектора равняется выпрям-
ленной дунь ею, умноженной иа половину радіуси. 

с ъ 
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Г Г у с т ь б у д е т ъ S п л о щ а д ь с е к т о р а AOR 
( ч е р т . 2 2 6 ) , I i р а д і у с ъ к р у г а и s д л и н а 
д у г и All; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

Ç й 
S = s Y . 

Черт. 2 2 G . А 

Доказ. З а м ѣ т и в ъ , ч т о п л о щ а д ь к р у г а о т н о с и т с я к ъ 

п л о щ а д и с е к т о р а к а к ъ о к р у ж н о с т ь к р у г а к ъ д у г ѣ с е к т о -

р а , н а х о д и м ъ тг./?2: S = 2 т z R : s, и о т с ю д а S=s. — 

2 

И з ъ у р а в н е н і я 5 r z ^ с л ѣ д у е т ъ , ч т о площади секто-

ровъ одипакихъ радіусовъ относятся какъ дут ихъ. 

Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ п ч и с л о г р а д у с о в ъ , с о д е р ж а -

щ и х с я в ъ д у г ѣ s, и з а м ѣ т и м ъ , ч т о s (К 1 7 8 ) 
.160 " 

о T.Ii2, n 
т о п о л у ч и м ъ S — —07Г,Т—. 

obO 
И з ъ э т о г о у р а в н е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о площади сскто-

рооъ, содержащих^ одішакое число градусовъ, относится 
какъ квадраты ихъ радіусовъ. 

§ 1 8 2 . Т Е О Р Е М А . Кругъ, которою діаметръ равенъ 
гипотенузе прямоугольною триугольника, равновеликъ 
суммѣ круговъ, діамстры которыхъ суть катеты этого 
триугольника. 

Доказ. П у с т ь б у д е т ъ а г и п о т е н у з а , б и с к а т е т ы к а -
к о г о н и б у д ь п р я м о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а , Р п л о щ а д ь 
к р у г а , и м ѣ ю щ а г о д і а м е т р ъ a, Q и R п л о щ а д и к р у г о в ъ , 
н м і л о щ и х ъ д і а м е т р ы b и с ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
P = Q R. 

Доказ. П о § 1 8 0 н м ѣ е м ъ : 

V 2 ) 4 . 1 Ѵ - / , ' Л - 4 ' 
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о т с ю д а = а т а к ъ І Ш Ъ > п о с в о й . 

с т в у п р я м о у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а ( § 1 4 7 ) : aä=bU-c!, 
s\ г. ъа2 

т о Q - I - R r r — , И п о т о м у P -r ( ) - + - R. 

К в а д р а т у р а к р у г а . 
§ 183 . П о д ъ квадратурою крут р а з у м ѣ ю т ъ з а д а ч у , с о с т о я -

щ у ю в ъ опредѣлеши квадрата равновелика го к р у г у . 
I ѣ ш е ш ѳ этой задачи, съ п о м о щ і ю в ы ч и с л е н і я , n e представляет-! , 

никакого затрудиепія , потому что, означая р а д і у с ъ к р у г а ч р е з ъ 
/і . ^ с т о р о н у равновеликаго ему квадрата ч р е з ъ I пмёемъ 
•* — тел, сльдои. 

х = П = л у / 3 , 1 4 1 5 9 2 0 . . . . = П. 1 , 7 7 2 4 5 1 8 . . . . 
и потому можно в с е г д а определить х с ъ д о с т а т о ч н о ю т о ч н о с т ь ю 

Н о о б ы к н о в е н н о р а з у м ѣ ю т ъ подъ к в а д р а т у р о ю к р у г а по-
с т р о е ш е квадрата , р а в н о в е л и к а г о к р у г у , употребляя для э т о г о 
только лнпенку и циркуль. В ъ этомъ смысле к в а д р а т у р а к р у г а 
невозможна, потому что нельзя построить ирраціоналыіое чи-
сло -л, она при т о м ь и безполезпа , потому что, к а к ъ сказано 
можно в с е г д а с ъ д о с т а т о ч н о ю т о ч н о с т ь ю определить с т о п о н ѵ 
квадрата равновеликаго данному к р у г у . * ) 

) Множество попмтокъ, сд-Гшпнмхъдля нпхожденія квадрятуры круга , — по-
пыток! , , с о п р я г а в ш и х с я с ъ большею тр;іті.іо времени » умствсн'ныхъ енлъ 
придали этому поиросу большую пзві істность . Чтобъ остановить бсзполезнын 
пзънскянія по этому предмету, учеиныя учреждения согласились не прннп-
ипті. на разсмотріппо шшапп.хъ разсужлснііі , относящихся къ этоиѵ вопросу 
и это рѣшсніе ii.MTJO желаемый успЬхъ: квадратурою круга стали заниматься 
съ тТ;.ѵъ поръ гораздо монѣс. 

Подобную же участь , какъ квадратура круга, пмѣла задача: разделит, дан-
ный у,о.», „а т/т Ѵпп,ш„ част,,. Эта задача также не можетъ быть разрешена 
гсомстрпчсскшіъ построенівмъ. Т і .иъ не монЬо она составляла предмстъ многочи-
сленных!, пзслгдоваінП гсомстровъ дрспняго H новаг Ѳ времени. Монпшкла въ 
сочннепш: Histoire des recherches sur la quadnituie du cerc le , сообщастъ въ 
прнбавлеши также пстирію трисекціи угла. Bel ; н з и ш н і і я объ этомъ вопрос! ; , 
приводятся, какъ въ квадратур !; круга, только къ приближенным!, рМиеішшъ. 

Іісли въ безконечно нисходящей прогрессін: = ( / - ь -/- -+- І І 0 . 

1 ' 
ложиіп, г/ = — , то находимъ 

_!_ _ J _ . 1 1 1 1 1 
~ 4 • т Т • Т - Т + ; 

і ? , л п ; ' ' . ' | и і Ж е " Ш П 0 , і а з ш , | , с т ъ кякнлъ образомъ можно, чрезъ последовательное 
д .. е е і лові. пополамъ, получит., бо.г!;е или МСІНІС приближенное раЗдВлсніс 

'•!'''І-|Ш 1 , а " . І І М Я Т р и с е к ц і в угла можетъ быть разрешена по-
™ , , J , , 1 ' " 1 " " ' " а " ' '• ' , | , Ü 3 L . » « l ' ^ t - i c i i i c круга ci , параболою; н 1 ; к о -
Z " а " р - Л І М С Н І и " F " - ' " » Угла „а три равныя части 
( з а д . м о г у т ъ быть ріанеіш п злелонтарноП Гсомегріекі. 
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Х о т я к в а д р а т у р а к р у г а о с т ь з а д а ч а н е в о з м о ж н а я вт, с т р о г о м і , 
с м ы с л I i , о д н а к о м о ж н о р ѣ ш н т ь е е п р и б л и з и т е л ь н о и п р и т о м ь 
ст . т а к и м ъ п р п б л и ж е н і е м ъ , к о т о р о е бол-fce н е ж е л и д о с т а т о ч н о для 
в с ѣ х ъ п р и л о ж е н і й . 

И з ъ у р а в н е н і я х ' = 7тК*, н а х о д и м ъ ^ ^ = , - ^ j - , и о т с ю д а с л ѣ -

д у о т ъ , ч т о с т о р о н а к в а д р а т а р а в н о в е л и к а г о к р у г у , е с т ь с р е д -
н я я п р о п о р ц і о и а л ь н а я м е ж д у о к р у ж н о с т ь ю и п о л о в и н о й р а -
д і у с а ; с л ѣ д о в . в о п р о с ъ о б ъ о н р е д ѣ л е н і н х п р и в о д и т с я к ъ н а -
х о ж д е н и е п р я м о й л и н і и р а в н о й о к р у ж н о с т и , или к ъ о п р е д е л е -
н н о п р я м о й р а в н о й 2тс, е с л и р а д і у с ъ к р у г а п р и м е м ъ з а е д и н и ц у . 

П р е д л о г а е м ъ з д ѣ с ь н ѣ к о т о р ы я и р и б л и ж е и н ы я р ѣ ш е н і я э т о й 
з а д а ч и . 

1 . Сумма с т о р о н ъ р а в п о с т о р о н п я г о т р и у г о л ь н и к а и к в а д р а т а , 
в п и с а н и ы х ъ в ъ к р у г ъ р а д і у с а е д и н и ц ы , п р и б л и з и т е л ь н о р а в -
н я е т с я тс. В ъ с а м о м ъ дФлѣ с т о р о н а в п и с а н н а г о т р и у г о л ь н и -
к а І§ 1 3 3 ) р а в н а у / 3 , а с т о р о н а в п и с а н н а г о к в а д р а т а (§ 134.) 
р а в н а у / 2 ; н о у / Т - н у / Т = 3 , 1 4 8 . . . . ; с л ѣ д о в . с у м м а э т и х ъ 
д в у х ъ с т о р о н ъ р а в н я е т с я те с ъ т о ч н о с т і ю 0 , 0 1 , т . е . с ъ т о ч -
н о с т ь ю о т н о ш е н і я , н а й д е н н а г о А р х н м е д о м ъ . 

2 . П р и н и м а я р а д і у с ъ к р у г а ( ч е р т . 2 2 7 ) р а в н ы м ъ 1 , п р о в е -
д е м ъ д і а м с т р ъ All и о т л о ж и м ъ х о р д у 

F . 1 ( 7 = 1 . О п у с т н в ъ п е р п е н д и к у л я р ъ О У 
п а х о р д у А С и п р о в е д я к ъ т о ч к ѣ Л 
к а с а т е л ь н у ю AG, о т л о ж и м ъ н а н е й ч а с т ь 
GF = ЗЛО = 3 и с о е д и н и м ъ т о ч к и F и 
В, т о г д а л и н і я FB р а в н я е т с я тс с ъ т о ч -
н о с т ь ю 0 , 0 0 0 1 * ) . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ п р о -

Е в е д я л н п і ю DI п а р а л л е л ь н о л ин ін GF, 
Черт. 227 . н а х о д и м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь -

н и к и АОЕ и DOH, и м ѣ ю г ц і е о б щ і й у г о л ь О и р а в н ы е г и п о т е -
н у з ы , р а в н ы ; с л ѣ д о в . DH = АЕ = И з ъ п о д о б і я ж е т р и у г о л ь -

ник. G АО и DHO н а х о д и м ъ : ^ = с л ѣ д . Gl = ~ ; 

п о э т о м у G.4 ! = G O 8 — 1 = 4 GA" — 1 , или 4 6 Л ' = G A* - ь~1 
1 ' 

и о т с ю д а G.1 = — . Д а л ѣ е 

FB*=AB* -+- AF2 = Г -+- (3 — AG, ' = 4 - ь (3 — } І - ) ' 

, Л 1 ~ * » < т 

') Это постросіііс иршшдлеиаітъ Польскому Іезуиту Кохяискпиѵ (1G85); оно, 
отличается Пімъ, что дѣлается однииъ раскрытіемъ циркуля. 
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п о э т о м у 

FB = VY-— 2 у / Т ~ - у / - 9 ^ 8 6 9 2 3 1 7 2 " = 3 , 1 4 1 5 3 3 ; 

СЛІІДОВ. TZ=FB с ъ т о ч н о с т ь ю 0 , 0 0 0 1 . 
3 . П р и н и м а я р а д і у с ъ к р у г а ч е р . 2 2 8 ) р а в н ы м ъ 1, п р о д о л ж и м ъ д і а -

м е т р ъ A B и п р о -
в е д е м ъ к ъ т о ч к ѣ 
В к а с а т е л ь н у ю , 
н а к о т о р о й о т -
л о ж и м ъ ч а с т ь 

ВС= 2,CD = — 
5 

в с :и и х и С Е = С о -
Черт. 228 . ь 

е д п н и в ъ т о ч к и Е и 1) с ъ ц е н т р о м ъ , д ѣ л а е м ъ BG = О / ) , и п р о -
BF 

в е д е м ъ л и н і ю GF п а р а л л е л ь н о л и н і н ОЕ, т о г д а — р а в н я е т с я 

л 
тс с ъ т о ч н о с т ь ю 0 , 0 0 0 0 0 1 В ъ с а м о м ъ дѣ .гЬ, BD = 2 - ь — - = 

5 

i L ; ЕВ = 2 4 - 4 = ^ " » GB=OD= Ѵ\ H- (") = Ѵ^в 
о 5 5 ' V 5 / g • 

Д а л ѣ е , н з ъ п о д о б н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ GEB и О ЕВ н а х о д и м ъ 
FB ЕВ 
GB= O B ' И 0 T C I 0 ^ _ 

F B = i f . V ^ L | | у / Ш = | . 1 2 , 0 8 3 0 4 5 9 7 = 6 , 2 8 3 1 8 3 9 2 ; 

п о э т о м у ^ = 3 , 1 4 1 5 9 2 ; с л ѣ д о в а т . ^ р = тс с ъ т о ч н о с т ь ю 0 , 0 0 0 0 0 1 . 

Э т о п о с т р о е п і о о п р е д ѣ л я е т ъ тс с ъ т а к о ю ж е т о ч н о с т ь ю к а к ъ 
о т н о ш е н і е М е ц і н . 

4 . Я к о в ъ Г е л ь д е р ъ , П р о Ф е с с о р ъ в ъ Л е н д ѳ н ѣ , д а л ъ с л ѣ д у ю -
3 5 5 

щ е с п о с т р о е н і с тс, о с н о в а н н о е н а о т н о ш е н і и j - p . 
1 1 0 

3 5 5 1 6 4* 
З а м ѣ т и м ъ , ч т о ' щ = 3 + ^ = 3 + r T J 7 ' П Р т і я в ' ь Р а Д>-

') Это построен!« принадлежит! ІІІпехту. 
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/УУ/' 
D > 4 

G\FC О Iii. 

Черт. 2 2 9 . 

д і у с ъ к р у г а ( ч е р т . 2 2 9 ) р а в н ы м ъ 1 и п р о в о д я д в а м е ж д у с о -
б о ю п е р п е н д и к у л я р н ы х - ) , д і а м с т р а \П 

и CK, о т л о ж и м ъ н а р а д і у с ѣ О А ч а с т ь 
7 

OD=—-и с о е д и н и м ъ т о ч к и D и G. 
о 

Е с л и о т л о ж и м ъ н а линіи GD ч а с т ь 
GE='/a, о п у с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ ЕС 
иа д і а м е т р ъ GK, с о е д и н и м ъ т о ч к и С и 
D и п р о в о д о м ъ л п н і ю ЕЕ п а р а л л е л ь н о 

л н н і и CD\ н а к о и е ц ъ , п р о д о . і ж и в ъ д і а м ѳ т р ъ KG, о т л о ж и м ъ н а 
п о м ъ GH = GF и KI = OK, т о г д а л и н і я HI р а в н я е т с я тг с ъ т а -
к о ю ж е т о ч н о с т ь ю к а к ъ о т н о і и с н і ѳ Мѳцім. В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , н з ъ 

G F G С 
п о д о б н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ GDO и GEC, н а х о д и м ъ т п г = Т-ТІ , 

tri) h О 
G F GF 

a и з ъ п о д о б н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ GüC и GEF и м і і е м ь ~ = - - -
tri) (j GI 

GE' GF 
п е р е м н о ж а я н а х о д и м ъ -гттп = тттт i 1 1 0 

Ы) h и 

GE = '/,; GD" = DO' - н GO' = ( - h 1 = — 

с л е д о в . 
GO . GE' _ , 8 ' _ 4*_ 

/ « • - , » , О! 7 s . 

8 " 

GF = 
GD" 

II п о т о м у 

HI — Gl HG =3-t- GF = 3 3 3 5 
1 3 3 7 " -+- 8 ' 

5 . П р и н и м а я р а д і у с ъ к р у г а ( ч е р т . 2 3 0 ) р а в н ы м ъ е д и н и ц е , 
п р о в е д е м ъ д і а м е т р ъ AB и 
в ъ т о ч к ѣ А к а с а т е . і ы і у ю . Ш , 
н а р а д і у с ѣ OB о т л о ж и м ъ 
ч а с т ь О С = '/и и о п п ш е м ъ 
и з ъ С, р а д і у с о м ъ р а в н ы м ъ 
4 , о к р у ж н о с т ь , к о т о р а я п с -
р е с ѣ ч с т ъ к а с а т е л ь н у ю ЛИ, 
ПОЛОЖИМ!., в ъ т о ч к е V . 

Черт. 230. Е с л и с о е д и н и м ъ т о ч к и 11 и 
1) и п о л о ж и м ъ , ч т о линія BD г і е р о с е ч е т ъ о к р у ж н о с т ь в ъ т о ч -
к е F.; т о г д а лппія А Е б у д е т ъ с т о р о н а к в а д р а т а р а в п о в е л п к а г о 
к р у г у ЛЕВЕ с ъ т о ч н о с т ь ю 0 , 0 0 0 0 1 (*) . 

( 1\* 5®7 
В ъ с а м о м ъ Д'Ьл'Ь AD' == DC — АС = ( 1 - ) = 

„ „ , , , ,„ , п „ . 5 2 7 6 7 1 BD — ЛИ - ь AD = 4 -+- — = - — . 
3 b Зо 

' ) Это мостроеніе принадлежит!. S o n n e t . 
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П о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ы і и к и АНЕ и ABD, п м ѣ ю щ і ѳ о б і ц і й 

у г о л ъ В, п о д о б н ы , с л ѣ д о в . ^ = Ш и ш Ш = Ш " и П 0 Т 0 М У 

Aß". AD" ЛЕ =
 —BD' -

. A D " 4 . 5 2 7 2 1 0 8 „ 
W ' = ' б Н = = 3 , 1 4 - 1 5 8 . С л ѣ д о в . 

с ъ т о ч н о с т ь ю 0 , 0 0 0 0 1 ; а т а к ъ к а к ъ п л о щ а д ь к р у г а 
А ЕВ F р а в н а и , т о АЕ" р а в н я е т с я п л о щ а д и э т о г о к р у г а с ъ т о ч -
н о с т ь ю 0 , 0 0 0 0 1 . ' J 

§ 1 8 4 . Гиппократова луночка ( l u n u l a I l i p p o c r a t i s ) . В п и с а в ъ в ъ 
к р у г ъ LMNP - ч е р т . 2 3 1 ) к в а д р а т ъ ABCD и п о с т р о и в ъ н а к а ж д о й 

F и з ъ с т о р о н ъ е г о п о п о л у к р у г у , н о л у ч и м ъ 
Ф и г у р у , о г р а н и ч е н н у ю с ъ о д н о й с т о р о н ы 
к р у г о м ъ LMNP, с ъ д р у г о й ч е т ы р ь м я н о л у -

, к р у г а м и , о п и с а н н ы м и н а с т о р о н а х ъ к в а д р а -
К с т а . Э т а Ф и г у р а н а з ы в а е т с я Гиппократоиой 
^ луночкою. П л о щ а д ь э т о й л у н о ч к и р а в н а пло-

щ а д и к в а д р а т а ABCD. *J В ъ с а м о м ъ д е -
л е , о с н о в ы в а я с ь н а т о м ъ , ч т о п л о щ а д и к р у -

" а г о в ъ о т н о с я т с я к а к ъ к в а д р а т ы р а д і у с о в ъ и л и 
Черт. 231 . Д і а м е т р о в ъ , н а х о д и м ъ , ч т о п о л у к р у г ъ А ЕВ 

о т н о с и т с я к ъ п о л у к р у г у ABC, к а к ъ A B ' к ъ АС'; а т а к ъ к а к ъ 
АС = AB" -+- ВС = 2 AB", т о п о л у к р у г ъ ЛЕВ р а в е н ъ п о л о в и -
н е п о л у к р у г а ABC или к в а д р а н т у AOI1L. Е с л и ж е о т ъ п о л у -
к р у г а ЛЕВ и к в а д р а н т а AOBL о т н и м е ш ь п о с е г м е н т у ALB, 
т о н а й д е м ъ , ч т о ч а с т ь AEBL л у н о ч к и р а в н я е т с я АОВ т е . ч е т в е р -
т о й ч а с т и к в а д р а т а , СЛ-ІІДОВ. в с я л у н о ч к а р а в н а в с е м у к в а д р а т у . 

§ 1 8 5 . Опредѣленіе площади криюлинеиныхв tfniiyps П у с т ь бу-
д е т ъ АБСЕ ( ч е р т . 2 3 2 ) Фигура, о г р а -
н и ч е н н а я к р и в ы м и л н н і я м и AB, ВС, 
С Е и Е А . Для о п р е д і і л е и і я п л о щ а д и 
е я п р о в е д е м ъ п р о и з в о л ь н у ю л и н і ю 
ОХ; э т а линія н а з ы в а е т с я осью, а п е р -
н е и д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й и з ъ к а к о й 
н и б у д ь т о ч к и к р и в о й н а о с ь , — о р д и -

-X натою. П р о в е д я о р д и н а т ы AM, BN, 
CP и EQ и з ъ ВС-ІІХЪ т о ч е к ъ перес-Ь-

Черт. 2 3 2 . ч е и і я п о с л е д о в а т е л ь н ы х ! . к р и в ы х ъ л и -
і і ій , в и д н м ъ , ч т о п л о щ а д ь AB С Е в ы р а з и т с я р а з н о с т ь ю 

' (MABN-t-NBCP) — (MAEO •+• QECP). 

\ 
M а кг p 

') 3 л M I 4 . Это предложите , содержащее точную квадратуру криволинейной 
Фигуры, прішисыііавтся Греческому Геометру Гиппократу пзъ Хіоса (450 л. 
до 1'. X . ) . Подъ нмонеиъ луночки разумПють вообще Фигуру, ограниченную 
двумя дугами, обращенными в ь однѵ с т о р и у . 

1 2 
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К о г д а о с ь п ѳ р о с Ь к а е г ь Фигуру, т о п л о щ а д ь on в ы р а з и т с я 
суммою транеці і і . 

И з ъ . с к а з а н н а г о с л ѣ д у ѳ т ъ , ч т о о п р е д ѣ л е н і е п л о щ а д и Ф и г у р ы , 
о г р а н и ч е н н о й какими н и б у д ь к р и в ы м и л и н і я м н , п р и в о д и т с я к ъ 
о п р е д ѣ л е н і ю п л о щ а д и , о г р а н и ч е н н о й д в у м я о р д а н а т а м и A M и UN 

ï ' G в ( ч е р т . 2 3 3 ) , о с ь ю ОХ н 
к р и в о ю A B . Т о ч н о е р ѣ ш е -
Н10 э т о г о в о п р о с а н е в с е г -
д а в о з м о ж н о , . д а ж е с ъ п о -
м о щ і ю в ы с ш е й м а т е м а т и -
ки ; н о м о ж н о о и р е д ѣ л н т ь 
п л о щ а д ь п о п р и б л и ж е н н о 

- X с ъ ж е л а е м о й т о ч н о с т ь ю . 
Р а з д ѣ л и м ъ л и н і ю 37JV н а 

Черт. 2 3 3 . з н а ч и т е л ь н о е ч и с л о р а в -
н ы х ъ м р о м е ж у т к о в ъ Me, cd, de.... fg, gN; п у с т ь б у д е т ъ д л и н а 
к а ж д а г о и з ъ и и х ъ d, а ч и с л о п с ѣ х ъ п р о м е ж у т к о в ъ п . П р о в о д я 
о р д и н а т ы Ce, l)d, Ее... з а м Ь г и м ъ , ч т о е с л и т о ч к и Л, С, I),... 
в е с ь м а близки между с о б о ю , т о д у г и АС, CD, DE... б у д у т ъ 
мало о т л и ч а т ь с я о т ъ п р я м ы х ъ липій , и в с я к р и в а я ЛВ б л и з к о 
п о д х о д и т ь к ъ м н о г о у г о л ь н и к у , п р о х о д я щ е м у ч р е з ъ т о ч к и A,C,D... 
G , П . О з н а ч и м ъ п л о щ а д ь , о г р а н и ч е н н у ю э т и м ъ м н о г о у г о л ы ш -
к о м ъ , ч р е з ъ M и о р д и н а т ы AM, Сс, Dd,... Ff, Gg, ЙУѴчрозъ уІУ. 
.'/,. ?/„..•• .'/„_- У„-,< Уп> т о г д а 

M cd е f g ® 

M (yс + У, ) I •+• ( У, + 2/, ) \ + ( У, + y, ) t -

•+• ( y „ - b !/„_, + ( Уп-,+ Уп) f 

= ( Y 4 " « n - + - \ ) <L 

Т а к ъ к а к ъ M п р и б л и з и т е л ь н о р а в н я е т с я п л о щ а д и , о г р а н и ч е н -
н о й к р и в о ю A B , т о мы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о площадь, ограниченная 
кпкоіі нибудь кривой,\равняется, приблизительно,промеоюутку между 
двумя последовательными ординатами, умноженному на сумму 
осѣхв ордината уменьшенную полуразностью краіінихг ординате. 
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З а д а ч и . 

2 0 6 . О п р е д е л и т ь о т н о ш е н і ѳ д в у х ъ ц е н т р а л ь н ы х ъ у г л о в ъ , к о -
т о р ы х ъ д у г и с у т ь в и a р а д і у с ы г и г , . 

2 0 7 . О п р е д е л и т ь п л о щ а д ь к р у г а , к о т о р а г о д і а м е т р ъ р а в е н ъ 
4-3,6 Фут. 

2 0 8 . О п р е д е л и т ь п л о щ а д ь к р у г а , к о т о р а г о о к р у ж н о с т ь р а в н а 
8 4 , 6 Фут. 

2 0 9 . Р а д і у с ъ э к в а т о р а р а в е н ъ 6 3 7 6 9 8 4 м е т р а м ъ ; к а к о е п р о -
с т р а н с т в о п р о х о д и т ъ к а ж д а я и з ъ е г о т о ч е к ъ в ъ с е к у н д у ? 

2 1 0 . Д і а м е т р ъ з а д н и х ъ к о л е с ъ к а р е т ы р а в е н ъ 1 , 2 а р ш . и д і -
а м е т р ъ п е р е д н и х ъ 0 , 8 а р ш . С к о л ь к о р а з ъ о б р а щ а ю т с я к о л е с а , 
к о г д а к а р е т а п р о х о д и т ъ п р о с т р а н с т в о о д н о й в е р с т ы ? 

2 1 1 . О п р е д е л и т ь д л и н у д у г и в ъ 1 8 " 2 6 ' І к о т о р о й р а д і у с ъ р а -
в е н ъ 0 , 9 2 Ф у т . 

2 1 2 . П о д ъ ш и р о т о ю 4 7 " д л и н а к а ж д а г о г р а д у с а д о л г о т ы , т . о . 
к а ж д а г о г р а д у с а н а р а л л е л ь н а г о к р у г а , р а в н а 7 5 7 8 2 м е т р а м ъ ; 
о п р е д е л и т ь р а д і у с ъ э т о г о п а р а л л е л ь н а г о к р у г а . 

2 1 3 . Н о д а н н о м у р а д і у с у г , д а н н о й д у г е s и с о о т в е т с т в у ю -
щ е й х о р д е с , о п р е д е л и т ь п л о щ а д ь с е г м е н т а . 

2 1 4 . О п р е д е л и т ь д і а м е т р ъ к р у г а , р а в н о в е л и к а г о к в а д р а т у , к о -
т о р а г о с т о р о н а р а в н а 6 0 Ф у т . 

2 1 5 . О п р е д е л и т ь р а д і у с ъ к р у г а , к о т о р а г о п л о щ а д ь у в е л и ч и -
в а е т с я н а 1 0 0 к в а д р . ф у т . , к о г д а р а д і у с ъ е г о у в е л и ч и в а е т с я 
н а 1 Футъ. 

2 1 6 . О п р е д е л и т ь п л о щ а д ь с е к т о р а , к о т о р а г о у г о л ъ р а в е н ъ 
7 5 ° , a р а д і у с ъ р а в е н ъ 1 0 Ф у т . 

2 1 7 . У г о л ъ с е к т о р а р а в е н ъ 4 3 ° 3 ' 1 8 " , а п л о щ а д ь р а в н а 1 0 0 0 0 
к в а д р . Ф у т ; о п р е д е л и т ь р а д і у с ъ с е к т о р а 

2 1 8 . О п р е д е л и т ь р а д і у с ъ * к р у г а , р а в н о в е л и к а г о с у м м е н ѣ с к о л ь -
к и х ъ к р у г о в ъ , к о т о р ы х ъ р а д і у с ы с у т ь г „ r s , г 3 . . . . 

219. О п р е д е л и т ь р а д і у с ъ к р у г а , р а в н о в е л и к а г о р а з н о с т и д в у х ъ 
к р у г о в ъ , к о т о р ы х ъ р а д і у с ы с у т ь г , и г„. 

2 2 0 . О п р е д е л и т ь ч е т ы р е к р у г а , к о т о р ы х ъ с у м м а р а в н а к р у г у 
р а д і у с а г и к о т о р ы х ъ р а д і у с ы о т н о с я т с я м е ж д у с о б о ю к а к ъ 
от: и ; p: q. 

12* 
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2 2 1 . Разделить площадь круга , к о т о р а г о р а д і у с ъ р а в е н ъ г, 
концентрическими окружностями на m р а в н ы х ъ ч а с т е й . 

2 2 2 . Изъ д в у х ъ к о н ц е н т р и ч е с к и х ъ к р у г о в ъ площадь мень-
ш е г о к р у г а равна /<", а р а з н о с т ь р а д і у с о в ъ д в у х ъ к р у г о в ъ ра-
в н а d; опредѣлнть площадь , з а к л ю ч е н н у ю между этими двумя 
кругами. 

2 2 3 . Даны д в е к о н ц е н т р и ч е с к и х ъ о к р у ж н о с т е й , п о с т р о и т ь 
к р у г ъ равиовелпкін площади, заключенной между двумя дан-
ными окружностями. 

/ 

Ч А С Т Ь I I . 

С Т Е Р Е 0 М Е Т Р 1 Я . 

Г Л А В А I . 

О л и н і я х ъ и н л о с к о с т я х ъ в ъ п р о с т р а н с т в е . 

ОНРЕДВЛЕШЕ ПОЛОЖЕНЫ ПЛОСКОСТИ. Л І Ш Ш ПЕРПЕНДПКУЛЯРНЫЯ ІІЪ ПЛО-

СКОСТИ. Л І Ш І И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЯ МЕЖДУ СОБОЮ. Л І І Н Ш ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ 

плоскости. Плоскости ПАРАЛЛЕЛЬНЫЯ МЕЖДУ совою. ЗАДАЧИ. 

О п р ѣ д ѣ л е н і е п о л о ж е н і я п л о с к о с т и . 

§ 1 8 6 . Плоскостью н а з ы в а е т с я т а к а я п о в е р х н о с т ь , с ъ 
к о т о р о ю с о в п а д а е т ъ в с я к а я п р я м а я , и м ѣ ю щ а я с ъ н е й д в ѣ 
о б щ і я т о ч к и ( с м . В в е д е н і е ) . И з ъ э т о г о о п р е д ѣ л е н і я с л е -
д у е т ъ , ч т о п р я м а я л и н і я п е р е с е к а е т е п л о с к о с т ь н е б о -
л е е к а к ъ в ъ о д н о й т о ч к е , п о т о м у ч т о п р и д в у х ъ о б щ и х ъ 
т о ч к а х ъ в с я п р я м а я с о в п а д а е т ъ с ъ п л о с к о с т ь ю . 

Т о ч к а п е р е с е ч е н і я п р я м о й с ъ п л о с к о с т ь ю н а з ы в а е т с я 
и н о г д а оспованіеліъ п р я м о й . 

§ 1 8 7 . Т Е О Р Е М А . Чрезъ три точіси А, В и С, не ле-
жащгя на. одной прямой, можно провести только одну 
плоскость. 

Доказ. П р о в е д я п л о с к о с т ь ч р е з ъ л и н і ю , к о т о р а я с о е -
д и н я е т е т о ч к и А и В, м о ж н о в о о б р а з и т ь , ч т о п л о с к о с т ь 
о б р а щ а е т с я о к о л о э т о й л и н і и д о т ѣ х ъ п о р ъ , п о к а н е 
в с т р е т и т е т о ч к у С; с л е д о в , ч р е з ъ т р и т о ч к и м о ж н о 
в с е г д а п р о в е с т и п л о с к о с т ь . 
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Ho б о л ѣ е о д н о й п л о с к о с т и ч р е з ъ т р и т о ч к и А, В и С, 
н е л е ж а щ и х ъ н а одной п р я м о й , п р о в е с т и н е л ь з я . В ъ с а -
м о м ъ д ѣ л ѣ , в о о б р а з и в ъ ч р е з ъ т о ч к и А, В и С ( ч е р т . 2 3 4 ) 

D \ А п л о с к о с т ь и н а э т о й п л о с к о с т и к а к у ю - н и -
б у д ь п р я м у ю л и н і ю ED, п о л о ж и м ъ , ч т о 
э т а п р я м а я п е р е с ѣ к а е т ъ л и н і и ВС и ВА 

" и в ъ т о ч к а х ъ т и п . Е с л и б ы в о з м о ж н о 
Черт 2 3 4 Е б Ы Л 0 п Р о в е с т и ч Р е з ъ т ѣ ж е Т О Ч К И А, В И 

С е щ е д р у г у ю п л о с к о с т ь , т о в ъ э т о й п о с л е д н е й л е ж а л и 
б ы липіи AB и АС, с л е д о в . и т о ч к и m un, т . е . в с я 
л и н і я ED, т а к ъ ч т о в с я к а я л и н і я , л е ж а щ а я в ъ п е р в о й 
п л о с к о с т и , л е ж а л а б ы т а к ж е и в о в т о р о й : а э т о з н а ч и т ъ , 
ч т о о б ѣ п л о с к о с т и с о в п а д а ю т ъ . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
1 . Т р и т о ч к и , н е л е ж а щ і я н а о д н о й п р я м о й , о п р е д ѣ -

л я ю т ъ п о л о ж е н і е п л о с к о с т и в ъ п р о с т р а н с т в е . 
2 . Т а к ъ к а к ъ п о л о ж е н і е п р я м о й л и н і и о п р е д е л я е т с я 

д в у м я т о ч к а м и , т о п р я м а я л и н і я и т о ч к а , л е ж а щ а я в и Ь 
е я , о п р е д ѣ л я ю т ъ п о л о ж е н і е п л о с к о с т и . 

3 . Д в е п е р е с е к а ю щ і я с я п р я м ы я о п р е д е л я ю т ъ п о л о ж е -
н і е п л о с к о с т и . 

4 . Т а к ъ к а к ъ д в е п а р а л л е л ь н ы й л и п і и , по о п р е д е л е н н о , 
л е ж а т ъ в ъ о д н о й п л о с к о с т и , a п о л о ж е н і е и х ъ в ъ э т о й 
п л о с к о с т и о п р е д е л я е т с я т р е м я т о ч к а м и , т о д в е п а р а л -
л е л ь н ы й линіи о п р е д е л я ю т ъ по .тоженіе п л о с к о с т и . 

5 . П е р е с ѣ ч е н і е д в у х ъ п л о с к о с т е й е с т ь п р я м а я Л И І І І Я , 

п о т о м у ч т о е с л и б ы в ъ п е р е с ѣ ч е н і и и х ъ б ы л и х о т ь т р и 
т о ч к и , н е л е ж а щ и х ъ н а о д н о й п р я м о й , то о б е п л о с к о с т и 
с о в п а д а л и . 

Л и н і и п е р п е н д и к у л я р н ы я к ъ п л о с к о с т и . 

§ 1 8 8 . Т Е О Р Е М А . Если прямая перпендикулярна кь 
двумъ линіямъ, прооеденпымъ чрезъ ея основаиіе на пло-
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с кости, то она перпендикулярна также ко всякой дру-
гой лиши, проведенной чрезъ ея основангс на той оісе пло-
скости. 

П о л о ж и м ъ , что линія P O ( ч е р т . 2 3 5 ) 
п е р п е н д и к у л я р н а к ъ д в у м ъ л и н і я м ъ 
OA и OB, п р о в е д е н н ы м ъ н а п л о с к о -
с т и M N ч р е з ъ е я о с н о в а н і е О ; т р е -

N б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п р я м а я Р О п е р -
п е н д и к у л я р н а т а к ж е ко в с я к о й д р у г о й 
линіи ОС, п р о в е д е н н о й н а п л о с к о с т и 

Черт . 235. MN ч р е з ъ т о ч к у О . 

Доказ. П р о в е д е м ъ н а п л о с к о с т и MN п р о и з в о л ь н у ю 
л и н і ю AB, к о т о р а я п е р е с ѣ ч е т ъ п р я м ы я OB, ОС и OA 
в ъ т о ч к а х ъ В, С и А; з а т ѣ и ъ , п р о д о л ж и в ъ л н н і ю PO 
н о д р у г у ю с т о р о н у п л о с к о с т и , о т л о ж и м ъ н а п р о д о л ж е -
н а е я ч а с т ь OQ = ОР и с о е д и н и м ъ т о ч к и .4, В и С 
с ъ т о ч к а м и Р и Q. П р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ы ш к и РОВ и 
QOB, и м ѣ ю щ і ѳ р а в н ы е к а т е т ы , р а в н ы м е ж д у с о б о ю , т а к -
ж е р а в н ы и п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и PDA и QOA; 
с л е д . PB—QB и PA=QA. В с л е д с т в і е э т о г о т р и у г о л ь н и к и 
ВРА и BQA, и м ѣ ю щ і е т р и с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о р а в -
н ы я , р а в н ы м е ж д у с о б о ю ; с л е д о в . Z . РАВ = Z.QAB. 
И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о т р и у г о л ь н и к и РАС и Q 4 C р а в -
н ы , п о т о м у ч т о и м Ь ю т ъ о б щ у ю с т о р о н у АС и к р о м е 
т о г о , п о д о к а з а н н о м у , PA =z QA и Z . РАС = /LQAC\ 
с л е д о в . PC = QC. Н а к о н е ц ъ т р и у г о л ь н и к и РОС и QOC, 
и м ѣ ю щ і е о б щ у ю с т о р о н у ОС и, но и о с т р о е і п ю , OP=OQ, 
а , но д о к а з а н н о м у , PC = QC, р а в н ы ; с л е д о в . / L . P O C — 
Z . QOC, т . е . л и н і я PO п е р п е н д и к у л я р н а к ъ липіи ОС, 
ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

М ы п р е д п о л о ж и л и , ч т о л и н і я ОС ( ч е р т . 2 3 5 ) с о д е р -
ж и т с я в н у т р и у г л а АОВ; по д о к а з а н н а я т е о р е м а е н р а -
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Ч е р т . 2 3 С . 

в е д л и в а и вт , т о м ъ с л у ч а ѣ , к о г д а л и н і я ОС ( ч е р т . 2 3 6 ) 
л е ж и т ъ в н ѣ у г л а АОВ. В ъ с а м о м ъ 
д ѣ л ѣ , п р е д п о л о ж и в ъ , ч т о л и н і я О Р 
п е р п е н д и к у л я р н а к ъ л и н і я м ъ OB и 

fît OA, п р о д о л ж и м ъ п р я м у ю АО; т о г д а 
л и и і я ОС л е ж и т ъ в н у т р и у г л а BOA 
с о с т а в л е н н а я д в у м я л и н і я м и п ё р п е н 

д и к у л я р н ы м и к ъ ОР; с л ѣ д о в . л и н і я PO, по п р е д ъ и д у щ е -
м у , п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п р я м о й ОС. 

§ 1 8 9 . Л и н і я , п е р п е н д и к у л я р н а я к о в с ѣ м ъ п р я м ы м ъ , . 
п р о в е д е н н ы м ъ н а п л о с к о с т и ч р е з ъ е я о с н о в а н і е , н а з ы -
в а е т с я перпендикуляромз къ этой плоскости. 

И з ъ п р е д ъ и д у щ а г о § с л ѣ д у е т ъ , ч т о л и н і я , п е р п е н д и -
к у л я р н а я к ъ д в у м ъ п р я м ы м ъ , п р о в е д е н н ы м ъ н а п л о с к о -
с т и ч р е з ъ е я о с н о в а н і е , б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а к ъ с а -
м о й п л о с к о с т и . 

Е с л ъ и з ъ ^ к а к о й - н и б у д ь т о ч к и А ( ч е р т . 2 3 7 ) о п у с т и м ъ 
п е р п е н д и к у л я р ъ АА, н а п л о с к о с т ь MN, 
т о о с н о в а н і е А , п е р п е н д и к у л я р а н а з ы -

в а е т с я проэкціеіо т о ч к и А. Е с л и ж е 

Ч е т 237 И З Ъ Д " У Х Ъ К 0 Н Ц 0 В Ъ А " " В п р я м о й 
! A B о п у с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ы АА, и 

ВВ, н а п л о с к о с т ь MN и с о е д и н и м ъ о с н о в а н і я э т и х ъ 
п е р п е н д и к у л я р о в ъ , т о п р я м а я А,В, н а з ы в а е т с я проэкціею 
л н п і и AB; э т о з н а ч и т ъ проэкцін прямой есть липія, со-
единяющая прозкціи двухъ концевъ ея. 

Е с л и о д и н ъ к о п е ц ъ А п р я м о й A B ( ч е р т . 2 3 8 ) л е ж и т ъ 
н а с а м о й п л о с к о с т и , т о о п у е т и в ъ и з ъ 
д р у г а г о к о н ц а В п е р п е н д и к у л я р ъ ВВ,, с о -

7* е д и и и м ъ т е ч к и А и В,; п р я м а я AB, н а -
Чсрт. m з ы в а е т с л в ъ э т о м ъ с л у ч а ѣ т а к ж е п р о э к -

ціею л и н і н AB-
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Для г і р о в е д с и і я п е р п е н д и к у л я р а к ъ п л о с к о с т и у п о -
т р е б л я е т с я п р и б о р ъ ( ч е р т . 2 3 9 ) , с о с т о я щ і й 
и з ъ д в у х ъ п р я м ы х ъ у г л о в ъ АОС и АОВ, 

' с о е д и и е н н ы х ъ м е ж д у с о б о ю о б щ е ю с т о р о -
н о ю О А. 

Черт. 2 3 9 . 

§ 1 9 0 . Т Е О Р Е М А . ВО всякой mourn плоскости можно 
возставкть къ ней только одинъ перпендикуляръ. 

f П о л о ж и м ъ , ч т о л и н і я OA ( ч е р у 24-0) 
п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и Щ ; т р е -

' - с . / к г б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о в с я к а я д р у г а я л и н і я 
Черт. 240. 0 U ' п р о в е д е н н а я ч р е з ъ о с и о в а н і е О , н е 

б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN. 
Доказ. Е с л и л и н і я OB б ы л а б ы п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 

п л о с к о с т и MN, т о , в о о б р а з и в ъ ч р е з ъ ОА и OB п л о с к о с т ь , 
п о л о ж и м ъ , ч т о о н а п е р е с ѣ ч е т ъ п л о с к о с т ь MN по л и н і и 
ОС; т о г д а у г л ы АОС и ВОС б ы л и б ы п р я м ы е , ч т о о ч е -

в и д н о н е в о з м о ж н о ( § 5 ) . 

§ 1 9 1 . Т Е О Р Е М А . ИЗЪ всякой точки, лезюащеИ внѣ 
плоскости, можно опустить на нее только одинъ перпен-
дикуляръ. 

П о л о ж и м ъ ч т о и з ъ т о ч к и В ( ч е р т . 2 3 8 ) о п у щ е н ъ п е р -
п е н д и к у л я р ъ ВВ, и а п л о с к о с т ь MN; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
ч т о в с я к а я д р у г а я л и н і я В А , п р о в е д е н н а я ч р е з ъ т о ч к у В, 
н е б у д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN. 

Доказ. Е с л и л и н і я ВА б ы л а б ы п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 
п л о с к о с т и ММ, т о с о е д и н и в ъ т о ч к и А и В„ п о л у ч и л и б ы 
т р и у г о л ь н и к ъ ABB,, и м ѣ ю щ і й д в а п р я м ы х ъ у г л а В AB, и 
АВ,В, ч т о н е в о з м о ж н о ( § 4 0 , с л ѣ д с т в . 6 ) . 

§ 1 9 2 . Т Е О Р Е М А . Чрезъ всякую точку прямой моле-
но провести только одну плоскость къ ней перпенди-
кулярную. 
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А Доказ. Положимъ, ч т о ч р е з ъ т о ч к у С 
прямой A B ( ч е р т . 2 4 1 ) можно б ы было п р о -

0 в е с т и д в ѣ п е р п е и д и к у л я р н ы я къ н е й п л о с -
к о с т и , и п у с т ь б у д у т ъ CD и СЕ линіи п е -

В р е с ѣ ч е н і я э т и х ъ п л о с к о с т е й с ъ какой ни-
Черт. 2 « . будь п л о с к о с т ь ю , проходящею ч р е з ъ ли-

нію AB; тогда линіи CD и СЕ, л е ж а щ і я в ъ одной п л о с -
к о с т и , были б ы о б ѣ п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ прямой A B , что 
о ч е в и д н о н е в о з м о ж н о ( § 5 ) . 

И з ъ этого предложенія с л ѣ а у е т ъ , что в с ѣ л и н і и , про-
в е д е н н ы я ч р е з ъ о д н у и т у ж е т о ч к у прямой п е р п е н д и -
к у л я р н о к ъ н е й , л е ж а т ъ в ъ одной п л о с к о с т и , п о т о м у 
что е с л и б ы о н ѣ лежали в ъ р а з л и ч н ы х ъ п л о с к о с т я х ъ , 
т о ч р е з ъ одну и т у ж е т о ч к у прямой проходили б ы н е -
сколько п л о с к о с т е й къ н е й п е р п е н д и к у л я р н ы х ъ . 

§ 1 9 3 . Т Е О Р Е М А . Чрезъ ас « кую точку, лежащую ешь 
прямой, можно провести только одну плоскость къ пей 
п ерпендн кул up чую. 

Доказ. Положимъ, ЧТО ч р е з ъ т о ч к у С ( ч е р т . 2 4 2 ) м о ж -
1 н о - б ы было п р о в е с т и д в ѣ п л о с к о с т и п е р п е н -

д и к у л я р н ы х ъ к ъ линіи AB и п у с т ь б у д у т ъ 
ЕІ дЕ и D точки п е р е с ѣ ч е н і я э т и х ъ п л о с к о с т е й 

с ъ прямой AB; с о е д и н и в ъ т о ч к и Е и D с ъ 
т о ч к о ю С, получили б ы т р и у г о л ь н и к ъ ECD, 

*Черт. ѵ2<12. в ъ к о т о р о м ъ у г л ы DEC и ЕDC были б ы пря-
м ы е , что о ч е в и д н о н е в о з м о ж н о . 

§ 1 9 4 . Т Е О Р Е М А . Если изъ точки, лежащей ешь плос-
кости, проведемв къ ней псрпендикул/іръ и наклонный ли-
ши , то 1) перпендикуляръ короче всякой наклонной, 
2) наклопныя, илиьющіп равныя пропкціи, равны и.'!) изъ 
двухъ паклонныхъ та, которая иміьетъ большую проэк-
цію, будетъ больше друюй. 
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Доказ. I . П о л о ж и м ъ , ЧТО АР ( ч е р т . 2 4 3 ) е с т ь п е р п е п -
д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й и з ъ к а к о й н и б у д ь 

/П \ т о ч к и Л па п л о с к о с т ь MN, а AB к а к а я 
1 Ш б У Д Ь н а к л о н н а я ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 

J t l | § j l § f что АВ>АР. 
Черт. ш . С о е д и н и в ъ т о ч к и Р и В, с о с т а в и м ъ 

п р я м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ А Р В , в ъ к о т о р о м ъ A B е с т ь 
г и п о т е н у з а ; слѣд . AB " > АР ( § 2 8 ) , ч т о и т р е б о в а л о с ь 
д о к а з а т ь . 

2 . П у с т ь б у д у т ъ AB и AD д в ѣ н а к л о н н ы я , к о т о р ы х ъ 
проэкціи PB и PD р а в н ы ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , что 
AB = AD. 

С о е д и н и в ъ т о ч к и В и D с ъ т о ч к о ю Р, с о с т а в и м ъ 
д в а п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к а АРВ и APD, к о т о р ы е 
и м ѣ ю т ъ о б щ і й к а т е т ъ А Р и кромѣ т о г о , по п о л о ж е н і ю , 
PB = PD; с л ѣ д о в . э т и т р и у г о л ь н и к и р а в н ы , а п о т о м у 
AB = AD, что и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

3 . П у с т ь б у д у т ъ AB и АС д в ѣ н а к л о н н ы я , к о т о р ы х ъ 
проэкціи PC и PB н е р а в н ы , и положимъ PB > PC; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о AB АС. 

С о е д и н и в ъ т о ч к и В и С с ъ т о ч к о ю Р, с о с т а в и м ъ д в а 
п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к а АРВ и АРС, к о т о р ы е 
и м ѣ ю т ъ о б щ і й к а т е т ъ А Р , н о к а т е т ъ P B , по положенію, 
б о л ь ш е к а т е т а PC; с л ѣ д . AB АС ( § 5 8 ) , ч т о и т р е -
б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

И з ъ с к а з а н н а г о м ы з а к л ю ч а е м ъ , что п е р п е н д и к у л я р ъ е с т ь 
к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е т о ч к и о т ъ п л о с к о с т и , и п о э т о м у 
р а з с т о я н і е т о ч к и о т ъ п л о с к о с т и и з м ѣ р я е т с я длиною п е р -
п е н д и к у л я р а , о п у щ е и н а г о и з ъ э т о й т о ч к и н а п л о с к о с т ь . 

§ 1 9 5 . Т Е О Р Е М А . Линія, проведенная на плоскости 
чрезъ основаніе наклонной перпендикулярно къ ея проэк-
ціи, будетъ перпендикулярна и къ этой наклонной. 
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П о л о ж и м ъ , ч т о PB Г ч е п т 9/,/л п 

* AR „У } Ь П Р ° Э К Г [ І Я п р я м о й 
к н а п л о с к о с т и „ ч т о л и н і я 

* Ш В Я Ш T T 6 " " Н а Э Т 0 Й П Л 0 С К 0 " и ч р е з ъ т о ч -
Ш І Ш Ш я г П е р п е н д и к У л я Р Н 0 к ъ л и н і и P B - • 

Ё Ё Ш М т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о л и н і я C D „ е р ! 
Чер, 244. п е н д и к у л я р н а к ъ л и н і и Л Я 1 

л о / м з . О т л о ж и в ъ н а л и н і и C D ч а с т и Д Г » « п 
н ы я м е ж д у с о б о ю , с о е д и н и м ъ т о ч к и С и D ' Р Ш " 
Л и / > " П р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и и PBD 
р а в н ы е к а т е т ы , р а в н ы ; с л е д о в . PD - P c J T ^ 
э т о г о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и APL^APC T T 
Щ і е о б щ і й к а т е т ъ А Р и / > с - / > п т а ' И М ѣ ю " 

р а в н ь ) , п о т о м у ч т о и м ѣ ю т ъ о б щ у ю с т о о о н ѵ ли 
м ѣ т о г о C B = B D a A C = AD Изъ Т Л " Кр°" 
т р и у г о л ь н и к о в ъ е л ѣ д у е т ъ ^ С / ? 4 - / Л / Г 4 8 ™ * 

Л й п е р п е н д и к у л я р н а к ъ л и н і и C D t - Л И Н І Я 

д о к а з а т ь . C D > , т о и т р е б о в а л о с ь 

Л и я і и п а р а л л е л ь п ы я м е ж д у с о б о ю . 

— « « « перпендикулярна ' ™ " ^ " 

П о л о ж и м ъ , ч т о л и н і и Л Д и C D 
( ч е р т . 2 4 . 5 ) п а р а л л е л ь н ы м е ж д у С 0 -
б о ю и п р я м а я A B п е р п е н д и к у л я р н а 

' К Ъ П Л 0 С К 0 С Т " m т р е б у е т с я д о к а -
Черт. 2.1.5. з а т ь , ЧТО л и н і я C D т а к ж е п е р п е н д и -

к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN. " е р п е н д и -

Доказ. В о о б р а з н м ъ ч р е з ъ л и н і и AB и C D п л о с к о с т ь и 
п о л о ж и м , ч т о о н а п е р е С ч е т ъ п л о с к о с т ь і и 

№ П р о в е д я н а п л о с к о с т и Л/ІѴ л и н і ю Fg „ е р п е н д н -у 

о у д ь г о „сою Е п р я м о й A B , н а х о д и м ъ , по § 1 9 5 , ч т о л н -
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и і я FD п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п р я м о й ED. В с л ѣ д -
с т в і е э т о г о л и н і я FD, п е р п е н д и к у л я р н а я к ъ д в у м ъ л и н і -
я м ъ BD и DE л е ж а щ и м ъ в ъ п л о с к о с т и АВрС, б у д е т ъ 
п е р п е н д и к у л я р н а к ъ э т о й п л о с к о с т и , а п о т о м у у г о л ъ 
CDF б у д е т ъ п р я м о й . Н о в с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и л и -
ш и AB и C D п р я м а я C D п е р п е н д и к у л я р н а к ъ л и н і н BD, 
а т а к ъ к а к ъ , по д о к а з а н н о м у , это ж е л и н і я C D п е р п е н -
д и к у л я р н а к ъ п р я м о й FD, т о о н а п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 
п л о с к о с т и MN ( § 1 8 9 ) . 

§ 1 9 7 . Т Е О Р Е М А . Аоѣ линіи перпендикулярный къ од-
ной плоскости параллельны между собою. 

П о л о ж и м ъ , ч т о л и н і и AB и C D ( ч е р т . 2 4 5 ) п е р п е н д и -
к у л я р н ы к ъ п л о с к о с т и M N ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о э т и 
л и н і и п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю . 

Доказ. Е с л и б ы л и н і и AB и C D н е б ы л и п а р а л л е л ь -
н ы , т о в о о б р а з н м ъ ч р е з ъ т о ч к у В л и н і ю п а р а л л е л ь н у ю 
п р я м о й C D ; э т а л и н і я , по п р е д ъ и д у щ е м у § , б у д е т ъ п е р -
п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN, и т а к и м ъ о б р а з о м ъ 
в ъ т о ч к ѣ В п о л у ч и л и с ь б ы д в а п е р п е н д и к у л я р а к ъ п л о с -
к о с т и MN. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е и і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о , т а к ъ к а к ъ д в ѣ 
п а р а л л е л ь н ы я л и н і и л е ж а т ъ в с е г д а в ъ о д н о й п л о с к о с т и , 
т о в с я к а я п р я м а я л и н і я и п р о э к ц і я е я л е ж а т ъ в ъ о д -
н о й п л о с к о с т и . 

§ 1 9 8 . Т Е О Р Е М А . Даѣ линіи А и В, параллельпыя 
третьей лиши С, параллельны между собою. 

Доказ. В о о б р а з н м ъ п л о с к о с т ь п е р п е н д и к у л я р н у ю к ъ 
п р я м о й С и з а м ѣ т и м ъ , ч т о , по § 1 9 6 , л и н і и А и В п е р -
п е н д и к у л я р н ы к ъ э т о й п л о с к о с т и ; с л ѣ д о в . л и н і и А и В, 
к а к ъ п е р п е н д и к у л я р ы к ъ о д н о й и т о й ж е п л о с к о с т и , п а -
р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю . 
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И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о е с л и д в ѣ п е р е -
в у с ѣ к а ю щ і я с я п л о с к о с т и А В FE и ECDF 

/ р ' - - " ' ( ч е р т . 2 4 6 ) н р о х о д я т ъ ч р е з ъ п а р а л л е л ь н ы я 
• г В Й Й В Щ д л и н і и AB и CD, т о л и н і я п е р е с ѣ ч е н і я EF 
д r 1 э т и х ъ п л о с к о с т е й т а к ж е п а р а л л е л ь н а э т и м ъ 

Черт. 2 4 6 . л и ы і я м ъ . 
В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ . п р о в е д я ч р е з ъ к а к у ю н и б у д ь т о ч к у 

л и н і и EF п р я м у ю п а р а л л е л ь н у ю AB, н а й д е м ъ , по п р е д ъ -
и д у щ е м у , ч т о э т а прямая п а р а л л е л ь н а л и н і и CD-, 
с л ѣ д о в . о н а л е ж и т ъ к а к ъ в ъ п л о с к о с т и EABF т а к ъ и в ъ 
п л о с к о с т и ECDF и с л и в а е т с я п о э т о м у с ъ л и н і е ю п е р е -
с ѣ ч е н і я э т и х ъ п л о с к о с т е й . 

§ 1 9 9 . Т Е О Р Е М А . Углы съ параллельными сторонами, 
обращенные своими отчерстіями въ одну сторону, равны 
между собою. 

П о л о ж и м ъ ( ч е р т . 2 4 - 7 ) , ч т о ВА\\ ED и 
ВС II EF; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о у г л ы 
ABC и DE F р а в н ы м е ж д у с о б о ю , п р е д -
п о л а г а я , ч т о э т и у г л ы н а х о д я т с я в ъ р а з -
л и ч н ы х ъ п л о с к о с т я х ъ . 

Ч е р т . 2 4 7 . 

Доказ. О т л о ж и м ъ н а с т о р о н а х ъ д в у х ъ у г л о в ъ BA—EU 
и ВС — EF и с о е д и н и м ъ т о ч к и А, В и С с ъ т о ч к а м и 
D, Е и F, т а к ж е т о ч к у .4. с ъ т о ч к о ю С и т о ч к у D с ъ 
т о ч к о ю F. Т а к ъ к а к ъ л и н і я AB р а в н а и п а р а л л е л ь н а 
л и н і и ED и линія ВС р а в н а и п а р а л л е л ь н а л и н і и EF, 
т о ч е т ы р е у г о л ы ш к и ABED и СВЕ F с у т ь п а р а л л е л о г р а м -
м ы ( § 4-3) ; с л ѣ д о в . л и и і я AD р а в н а и п а р а л л е л ь н а ли-
н і и BE и л и н і я CF р а в н а и п а р а л л е л ь н а э т о й ж е л и н і и 
BE, а п о т о м у AD и CF р а в н ы и п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о -
б о ю . И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ ACI'D 
е с т ь т а к ж е п а р а л л е л о г р а м м ъ и п о т о м у AC — DF. З а м ѣ -
т и в ъ т е п е р ь , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ ABC и DEF, по 
п о л о ж е н і ю , AB = ED и ВС = EF, а по д о к а з а н н о м у 
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АС — DF, з а к л ю ч а е м ъ , ч т о э т и т р и у г о л ь н и к и р а в н ы , 
с л ѣ д . Z ABC = Z . DEF. 

Л и п і и п а р а л л е л ь н ы я п л о с к о с т и . 
§ 2 0 0 . Л и н і я и п л о с к о с т ь , к о т о р ы я н е в с т р е ч а ю т с я 

с к о л ь к о б ы и х ъ н и продоля;али, н а з ы в а ю т с я парал-
лельными. 

И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ : 
1 . Диніп АС и плоскость MN ( ч е р т . 2 4 . 8 ) , перпендику-

0 лярныя къ одногі гі mou же прямой AB, 
параллельны между собою, п о т о м у ч т о , 
е с л и б ы прямая АС в с т р е т и л а с ь съ 
п л о с к о с т ь ю MN, т о и з ъ т о ч к и и х ъ 
в с т р е ч и м о ж н о б ы б ы л о о п у с т и т ь д в а 

тшші 
r,}N 

Черт- 2 4 8 . 

п е р п е н д и к у л я р а н а линію AB. 
2 . Аинія AB, параллельная прямой CD, лежащей es 
А в плоскости MN ( ч е р т . 2 4 9 ) , будетъ па-

раллельна самой плоскости MN, п о т о м у 
ч т о A B , н а х о д я с ь с ъ с в о е ю п а р а л л е л ь ю 

Черт . 2 4 9 . CD в ъ о д н о й п л о с к о с т и , м о ж е т ъ в с т р е -
ч а т ь с я с ъ п л о с к о с т ь ю MN н е и н а ч е , к а к ъ п е р е с е к а я с ь 
с ъ с в о е ю п а р а л л е л ь ю CD. 

3. Всякая плоскость ABDC ( ч е р т . 2 5 0 ) , проходящая 
чрезъ прямую AB параллельную 
плоскости MN, піресіьчетъ эту по-
слѣдшою по лииіи CD, параллельной 
прямой AB, п о т о м у ч т о прямая A B , 

N н а х о д я с ь с ъ л и и і е ю CD в ъ одной 
п л о с к о с т и , м о ж е т ъ с ъ н е ю в с т р ѣ -

Черт. 2!іо. ч а т ь с я н е и н а ч е к а к ъ п е р е с е к а я с ь 
с ъ п л о с к о с т ь ю MN. 

4 . Прямая AB ( ч е р т . 2 5 1 ) , параллельная двумъ пере-
ді сіькающимся плоскостямъ MN и PQ, па-
(ьраллелыіа ихъ пересѣченгю CD. В ъ с а -

момъ д ѣ л ѣ , в о о б р а з и в ъ п л о с к о с т ь ч р е з ъ 
Черт . 2 8 1 . лмнію AB и к а к у ю - н и б у д ь т о ч к у С линіи 
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0 -р п е р е с ѣ ч е и і я , з а к л ю ч а е м ъ , п о п р е д ъ и д у -
щ е м у ( 3 ) , ч т о э т а п л о с к о с т ь п е р е с ѣ ч е т ъ 

^ f i j ^ j ^ Q MN и PQ по л и н і я м ъ п а р а л л е л ь н ы м * п р я -
Чорт. 251. м о й A B ; и т а к ъ к а к ъ э т и л и н і и п р о -

х о д и т ь ч р е з ъ т о ч к у С, а ч р е з ъ т о ч к у С м о ж н о п р о в е -
с т и т о л ь к о о д н у л и н і ю п а р а л л е л ь н у ю п р я м о й A B , т о э т и 
л и н і и с л и в а ю т с я м е ж д у с о б о ю и с о в п а д а ю т ъ с ъ л и н і е ю 
CD; с л ѣ д . л и ні я CD б у д е т ъ п а р а л л е л ь н а л и н і и AB. 

§ 2 0 1 . Т Е О Р Е М А . Amin, параллельная плоскости, 
находится отъ нея па всемъ свосмъ протяжении на рав-
номъ разстоянш. 

П у с т ь б у д е т ъ A B ( ч е р т . 2 5 0 ) 
л и н і я п а р а л л е л ь н а я п л о с к о с т и MN; 
о п у с т и м ъ и з ъ к а к и х ъ - н и б у д ь т о -
ч е к ъ э т о й л и н і и А п В п е р п е н д и -

Щ Й Ш ' н к у л я р ы АС и BD н а п л о с к о с т ь MN; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о АС—BD. 

Черт 2 5 0 . Доказ. З а м ѣ т и в ъ , ч т о л и н і и АС 
и BD, к а к ъ п е р п е н д и к у л я р ы к ъ п л о с к о с т и MN, п а р а л -
л е л ь н ы , в о о б р а з и м ъ ч р е з ъ э т и л и н і и п л о с к о с т ь ; по § 2 0 0 
с л ѣ д с т в . 3 , л и н і я п е р е с ѣ ч е и і я CD э т о й п л о с к о с т и с ъ п л о -
с к о с т ь ю MN п а р а л л е л ь н а п р я м о й AB-, и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ 
чт0 АС = BD ( S 3 7 ) . 

П л о с к о с т и п а р а л л е л ь н ы я м е ж д у с о б о ю . 
§ 2 0 2 . П л о с к о с т и , к о т о р ы я н е в с т р е ч а ю т с я , с к о л ь к о 

б ы и х ъ н и п р о д о л ж а л и , н а з ы в а ю т с я параллемныли. 
И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ : 
1. Двѣ параллельныя плоскости MN и PQ ( ч е р т . 252) 

В пересіькаются третьею плоскостью АЕ 
по лннгямъ AB и CD параллемнымъ меж-
ду собою, п о т о м у ч т о э т и л н н і и , н а х о д я с ь 
в ъ о д н о й п л о с к о с т и АЕ, иа в с с м ъ с в о -

Б е м ъ п р о д о л ж е н і и н е м о г у т ъ в с т р е ч а т ь с я , 
Черт 252. и н а ч е и п л о с к о с т и MN и PQ в с т р е -

т и л и с ь б ы . 
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2 . Двѣ плоскости MN и PQ ( ч е р т . 2 5 3 ) , перпендику-
ляр нып къ прямой AB, параллельны 
между собою. В ъ с а м о м ъ д е л е , е с л и 
б ы э т и п л о с к о с т и в с т р е т и л и с ь , т о 
п р о в е д я ч р е з ъ л н п і ю AB и ч р е з ъ 

Черт. 253. к а к у ю - н и б у д ь т о ч к у Е и х ъ п е р е с е -
ч е н і я п л о с к о с т ь CABDE, н а ш л и б ы , ч т о и з ъ т о ч к и Е 
о п у щ е н ы д в а п е р п е н д и к у л у р а ЕС A a ED В па л и н і ю AB. 

3 . Прямая AB ( ч е р т 2 5 3 ) , перпендикулярная къ одной 
изъ двухъ параллельныхв плоскостей MN и PQ, пер-
пендикулярна также и къ другой. В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , п р е д -
п о л о ж и в * , ч т о л и н і я AB п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и 
UN, ія п р о в е д я ч р е з ъ э т у л и н і ю к а к у ю - н и б у д ь п л о с к о с т ь 
CABD, н а й д е м ъ , ч т о л и н і и АС и BD п а р а л л е л ь н ы м е ж д у 
с о б о ю , к а к ъ л и ш и п е р е с ѣ ч е н і я д в у х ъ п а р а л л е л ь н ы х ъ п л о -
с к о с т е й т р е т ь е ю п л о с к о с т ь ю ; а т а к ъ к а к ъ л и н і я AB п е р -
п е н д и к у л я р н а к ъ п р я м о й А С , т о о н а п е р п е н д и к у л я р н а 
т а к ж е к ъ п р я м о й BD; э т о з н а ч и т ъ , ч т о п р я м а я AB п е р -
п е н д и к у л я р н а к о в с я к о й п р я м о й , п р о в е д е н н о й ч р е з ъ е я 
о с н о в а н і е н а п л о с к о с т и PQ. 

4 . Чрезъ данную точку А ( ч е р т . 2 5 3 ) можно провести 
только одну плоскость параллельную данной плоскости 
PQ, п о т о м у ч т о , е с л и б ы в о з м о ж н о б ы л о п р о в е с т и ч р е з ъ 
т о ч к у А д в е п л о с к о с т и п а р а л л е л ь н ы я п л о с к о с т и PQ, т о 
в о о б р а з и в ъ л н н і ю AB п е р п е н д и к у л я р н у ю к ъ п л о с к о с т и 
PQ, н а ш л и б ы , ч т о л и н і я AB п е р п е н д и к у л я р н а к ъ д в у м ъ 
п л о с к о с т я м * , п р о х о д я щ и м * ч р е з ъ о д н у и т у ж е т о ч к у А, 
ч т о п р о т и в н о § 1 9 2 . 

§ 2 0 3 . Т Е О Р Е М А . Параллельнып линіч, заключенный 
между двумя параллельными плоскостя-
ми, равны между собою. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ЛВ и CD ( ч е р т . 2 5 4 - ) 
о т р е з к и д в у х ъ п а р а л л е л ь н ы х ъ л и -
н і й , з а к л ю ч е н н ы е м е ж д у д в у м я п а р а л -

1 3 
Черт. 2 5 4 . 
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л е л ь н ы м и п л о с к о с т я м и MN и PQ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь 
ч т о лВ =. CD. 

Доказ. П р о в е д я п л о с к о с т ь ч р е з ъ 
л и ні и AB И CD, п о л о ж и м ъ , ч т о АС и 
BD с у т ь л и и і и п е р е с ѣ ч е и і я э т о й п л о -
с к о с т и с ъ п л о с к о с т я м и MN и PQ. П о § 

Черт. 251. 2 0 2 , с л ѣ д с . 1 , л и ni и АС и BD п а р а л -
л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю , и п о т о м у AB и CD, к а к ъ о т р ѣ з к и 
н а р а л л е л ь н ы х ъ м е ж д у п а р а л л е л ь н ы м и , р а в н ы ( § 3 7 ) . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о двіь параллель-
nun плоскости па всемъ своемъ протяженіи находится 
па равші.иъ разстоянш друіъ отъ друіа, п о т о м у ч т о п е р -
п е н д и к у л я р ы , о п у щ е н н ы е и з ъ к а к и х ъ - и и б у д ь т о ч е к ъ о д -
н о й п л о с к о с т и н а д р у г у ю , п а р а л л е л ь н ы , с л ѣ д . п о п р е д ъ -
и д у щ е м у , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

§ 2 0 4 Г И О Г Е М Л . Три параллельныя плоскости пере-
сѣкаютъ какія-нибудь дв/ь прямыя на ча-
сти пропорціо/сальнын. 

П о л о ж и м ъ , ч т о к а к і я - н и б у д ь д в ѣ л и -
ш и AB и CD ( ч е р т . 2 5 5 ) п е р е с ѣ ч е н ы 
т р е м я п а р а л л е л ь н ы м и п л о с к о с т я м и MN, 
PQ и BS; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

AE_CF 

Черт. 2 5 5 . К 1 } E D ' 

Доказ. П р о в е д я л и н і ю АН п а р а л л е л ь н о л и н і и CD, 
п р о в е д е м ъ ч р е з ъ AB и АН п л о с к о с т ь , к о т о р а я п е -
р е с ѣ ч е т ъ п л о с к о с т и PQ и BS по л и н і я м ъ ЕС, и ВЦ 
п а р а л л е л ь н ы м ъ м е ж д у с о б о ю , с л ѣ д о в . 

АЕ _ AG 
ЕВ - GH' 

а т а к ъ к а к ъ AG = CF и GII = FD ( § 2 0 3 ) , т о 
Ali _ CF 
ЕВ FD' 
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З а д а ч и . 
+ 224-. Изъ точки А, лежащей на плоскости Ш , в о з с т а в н т ь къ 
ней п е р п е н д и к у л я р ъ . 
ѵ 2 2 5 . Изъ точки О, лежащей виѣ плоскости Ш , о п у с т и т ь на 

н е е п е р п е н д и к у л я р ъ . 
-<- 2 2 6 . Ч р е з ъ т о ч к у О п р о в е с т и линію, параллельную линін AB. 
-f 2 2 7 . Ч р е з ъ т о ч к у О п р о в е с т и линію, параллельную плоско-
с т и MN. 
+ 2 2 8 . Ч р е з ъ точку О п р о в е с т и плоскость , перпендикулярную 

къ линіи АП. 
2 2 9 . Ч р е з ъ т о ч к у О п р о в е с т и плоскость , параллельную д в у м ъ 

прямымъ AB и MN, лежащимъ в ъ р а з н ы х ъ п л о с к о с т я х ъ . 
2 3 0 . Ч р е з ъ прямую AB п р о в е с т и плоскость, параллельную пря-

мой MIV. 
< 2 3 1 . Чрезъ т о ч к у О п р о в е с т и плоскость , параллельную пло-

с к о с т и ЛЯѴ. 
1 > 2 3 2 . Найти к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е д в у х ъ прямыхъ AB и ЛИѴ. 

Г Л А В А I I . 

О б ъ у г л а к ъ о б р а з у е м ы х ъ п л о с к о с т я м и 

Уголъ ДВУХЪ лиши и УГОЛЪ лиши с ъ плоскостью. У г л ы ДВУ-

ГРАННЫЕ. У г л ы мцогогрлшіые. РАВЕНСТВО И СІШЕТРІЯ ТРИГРЛІІ-

иыхъ угловъ. 

У г о л ъ д в у х ъ л и н и и у г о л ъ л и н і и с ъ п л о с к о с т : ю . 

§ 2 0 5 . У г л о м ъ д в у х ъ л и н і й AB и CD ( ч е р т . 256 ) , н е 
л е я ; а щ и х ъ в ъ о д н о й п л о с к о с т и , н а -
з ы в а е т с я у г о л ъ MON, с о с т а в л е н н ы й 

- в д в у м я л и н і я м и ОМ и ON, к о т о р ы й 
п р о в е д е н ы и з ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к и О 
п а р а л л е л ь н о л и н і я м ъ AB и CD. О ч е -

в и д н о , ч т о и з ъ к а к о й б ы т о ч к и н и п р о в о д и л и л и н і и 
п а р а л л е л ь н ы я к ъ AB и CD, у г о л ъ м е ж д у н и м и в с е г д а 
о д и н ъ и т о т ж е ( § 1 9 9 ) . 

13* 
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§ 2 0 6 . У г л о м ъ л и н і и AB с ъ п л о с к о с т ь ю MN ( ч е р т . 2 5 7 ) 
j p н а з ы в а е т с я у г о л ъ ВАС, с о с т а в л е н н ы й 

э т о й л и н і е ю с ъ ея п р о э к ц і е ю А С . 
Е с л и ч р е з ъ о с н о в а і і і е л и н і п AB п р о -

~Іе]і"г*2!і7 в е д е м ъ н а п л о с к о с т и MN п р о и з в о л ь н у ю 
линію AB, в о з ь м е м ъ AD=AC и с о е д и н и м ъ т о ч к и D и 
В, т о т р и у г о л ь н и к и CAB и DAB б у д у т ъ и м ѣ т ь о б щ у ю 
с т о р о н у AB и АС = AD; но с т о р о н а BD б о л ѣ е с т о -
р о н ы ВС, п о т о м у ч т о л и н і я НС, но полол!енпо, п е р -
п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN; с л ѣ д о в . у г о л ъ BAD 
б о л ь ш е у г л а ВАС ( § 1 9 ) ; это з н а ч и т ъ , ч т о уголъ ВАС 
мешье вслісаго угла, составленного прямой AB es ка-
кой нибудь линіею, проведенной на плоскости MN чрезъ 
ея основаніе. 

Двугранные углы. 

§ 2 0 7 . Н е о г р а н и ч е н н а я ч а с т ь п р о с т р а н с т в а , н а х о д я -
„D щ а я с я м е ж д у д в у м я п е р е с е к а ю щ и м и с я пло-

с к о с т я м и ABCD и ABEF ( ч е р т . 2 5 8 ) , н а з ы -
в а е т с я двуграннымъ угломъ; п л о с к о с т и ABCD 
и ABEF н а з ы в а ю т с я сторонами, a л и п і я п е -
р е с ѣ ч е и і я и х ъ AB—рсбромъ пли вершиною е г о . 

Черт 258 Д в у г р а н н ы й у г о л ъ о з н а ч а е т с я ч е т ы р ь м я 
б у к в а м и САВЕ, п о с т а в л е н н ы м и в ъ т а к о м ъ п о р я д к ѣ , 
ч т о б у к в ы , о з н а ч а ю і ц і я р е б р о , с т а в я т с я м е ж д у д в у м я 
д р у г и м и б у к в а м и . 

Е с л п и з ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к и M р е б р а A B п р о в е д е м ъ 
к ъ н е м у п е р п е н д и к у л я р ы ML и MN, л е ж а щ і е с о о т в е т -
с т в е н н о в ъ п л о с к о с т я х ъ АС и АЕ, т о у г о л ъ LMN, с о с т а -
в л е н н ы й э т и м и п е р п е н д и к у л я р а м и , н а з ы в а е т с я лиией-
нымъ угломъ д в у г р а н н а г о у г л а . % 

П л о с к о с т ь , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ л и н і п ML и MN, б у -
д е т ъ п е р п е н д и к у л я р н а к ъ р е б р у A B ( § 1 8 9 ) ; с л е д о в , л и -
н е й н ы й у г о л ъ о б р а з у е т с я т а к ж е п е р е с е ч е н і е м ъ с т о р о н ъ 
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д в у г р а н н а г о у г л а п л о с к о с т ь ю , п е р п е н д и к у л я р н о ю к ъ р е -
б р у е г о . 

Л и н е й н ы е у г л ы , п о с т р о е н н ы е в ъ р а з л и ч н ы х ъ т о ч -
к а х ъ р е б р а , р а в н ы м е ж д у с о б о ю , п о т о м у ч т о с т о р о н ы 
э т и х ъ у г л о в ъ п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ р е б р у д в у г р а н н а г о 
у г л а и в с л е д с т в і е э т о г о с о о т в е т с т в е н н о п а р а л л е л ь н ы . 
И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о для к а ж д а г о д в у г р а н н а г о у г л а 
л и н е й н ы й у г о л ъ е г о е с т ь в е л и ч и н а п о с т о я н н а я . 

П р и н е р е с е ч е и і и д в у х ъ п л о с к о с т е й о б р а з у е т с я ч е т ы -
р е д в у г р а н и ы х ъ у г л а , к о т о р ы е , п о а и а л о г і и с ъ п л о с к и м и 
у г л а м и , по п а р н о н а з ы в а ю т с я смежными и противу-
положными. 

К о г д а д в а с м е ж н ы х ъ д в у г р а н и ы х ъ у г л а р а в н ы м е ж д у 
с о б о ю , т о к а ж д ы й и з ъ и и х ъ н а з ы в а е т с я прямымъ, а пло-
с к о с т и , о б р а з у ю щ і я е г о , — перпендикулярными. 

§ 2 0 8 . Т Е О Р Е М А . Двугранные углы ровны, когда ли-
нейные углы ихъ равны. 

П у с т ь б у д у т ъ GUI и STU ( ч е р т . 2 5 9 ) л и н е й н ы е у г л ы 
д в у г р а н и ы х ъ у г л о в ъ DABF и LMPR 
и п о л о ж и м ъ , что Z . GHI = Z . STU, 

| s т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о и д в у г р а н -
І с г И Н о И Ы в у г л ы р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

Доказ. Н а л о ж и м ъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ 
Черт. 259. LMPB н а д в у г р а н н ы й у г о л ъ DABF, 

т а к ъ ч т о б ъ у г о л ъ STU с о в м е с т и л с я с ъ у г л о м ъ GHI; р е б р о 
M P с о в п а д е т ъ с ъ р е б р о м ъ A B , п о т о м у что к а ж д о е р е б р о 
п е р п е н д и к у л я р н о к ъ п л о с к о с т и л и и е й н а г о у г л а ; в с л е д -
с т в і е э т о г о п л о с к о с т ь MQ с о в м е с т и т с я с ъ п л о с к о с т ь ю 
АС и п л о с к о с т ь MR—съ п л о с к о с т ь ю - 4 F , т а к ъ ч т о д в у г р а н -
н ы й у г о л ъ LMPR с о в п а д е т ъ с ъ д в у г р а н н ы м ъ у г л о м ъ DABF. 

Обратная теорема. Если двугранные углы DABF и 
LMPR ( ч е р т . 2 5 9 ) равны, то линейные ихъ углы Gill и 
STU также равны. 
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Черт. 2 5 9 . 

Черт. 2 G 0 . 

I Доказ. Н а л о ж и м ъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ 
LMPB ( ч е р т . 259) на д в у г р а н н ы й у г о л ъ 
DABF такъ, ч т о б ы с т о р о н ы и х ъ с о в п а -

д и и т о ч к а Т у п а л а н а т о ч к у II; л и н і я 
TS с о в п а д е т ъ с ъ л и н і е ю HG, п о т о м у 
ч т о э т и л и н і и л е а і а т ъ н а с т о р о н ѣ д в у -

г р а н н а г о у г л а и п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ р е б р у е г о ; р а в н ы м ъ 
о б р а з о м ъ л и н і я TU с о в п а д е т ъ с ъ л и н і е ю HI; с л ѣ д о в . 
у г о л ъ STU с о в м ѣ с т и т с я с ъ у г л о м ъ GHI. 

И з ъ п р е д л о ж е н і й э т о г о § с л ѣ д у е т ъ : 

1. Прямому двугранному углу соответствуешь и пря-
мой линейный уголь и паоборотъ. В ъ 
с а м о м ъ д ѣ л ѣ с м е ж н ы м ъ д в у г р а н н ы м ъ 

І р у г л а м ъ DAUM и САВМ ( ч е р т . 2 6 0 ) 
с о о т в е т с т в у ю т ! ) с м е ж н ы е л и н е й н ы е у г -

л ы IHK и 1HG, л е ж а щ і е в ъ п л о с к о с т и 
п е р п е н д и к у л я р н о й к ъ р е б р у A B ; к о г д а ж е с м е ж н ы е д в у -
г р а н н ы е у г л ы р а в н ы , т о с м е ж н ы е л и н е й н ы е и х ъ у г л ы 
т а к ж е р а в н ы и н а о б о р о т ъ . 

2. Противоположные двугранные углы равны между собою. 

§ 2 0 9 . Т Е О Р Е М А . Плоскость, проходящая чрезъ ли-
нію перпендикулярную кь данной плоско-
сти, будетъ перпендикулярна къ этой по-

_ с.иьднен. 
• І Щ г / П о л о ж и м ъ , ч т о п л о с к о с т ь РС* ( ч е р т . 2 6 1 ) 

Черт. 2G1. п р о х о д и т ъ ч р е з ъ линію AB п е р п е н д и к у т 
л я р н у ю к ъ п л о с к о с т и MA'; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п л о -
с к о с т и P Q и M N п е р п е н д и к у л я р н ы м е ж д у с о б о ю . 

Доказ. П р о в е д е м ъ на п л о с к о с т и MN линію ВС п е р -
п е н д и к у л я р н у ю к ъ лиміи п е р е с ѣ ч е н і я QR д в у х ъ п л о с к о -
с т е й . Т а к ъ к а к ъ л и н і я AB, по положеніго , п е р п е н д и к у -
л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN, т о у г о л ъ ABC п р я м о й ; н о э т о т ъ 
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у г о л ъ е с т ь л и н е й н ы й у г о л ъ д в у г р а н н а г о у г л а PRQN, 
с л ѣ д о в . э т о т ъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ п р я м о й . 

Обратная теорема. Линія AB ( ч е р т . 2 6 1 ) , перпенди-
кулярная кь линіи пересечеш'л QR двухъ перпендикг/ллр-
ныхъ плоскостей QP и MN и лежащая въ одной изв нихь 
PQ, будетъ перпендикулярна къ другой MN. 

Доказ. П р о в е д е м ъ н а п л о с к о с т и M N линію ВС, п е р -
п е н д и к у л я р н у ю к ъ лииіи QR, т о г д а А І і С б у д е т ъ л и н е й -
н ы й у г о л ъ д в у г р а н н а г о у г л а PRQN; а т а к ъ к а к ъ , п о 
п о л о ж е н і ю , э т о т ъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ п р я м о й , т о и ли-
н е й н ы й у г о л ъ ABC п р я м о й , и п о т о м у л и н і я AB, п е р -
п е н д и к у л я р н а я к ъ д в у м ъ л и н і я м ъ QR и ВС, п е р п е н д и -
к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MA'. 

И з ъ и р е д л о ж е п і й э т о г о § с л ѣ д у е т ъ : 
1. Линги AB ( ч е р т . 2 6 1 ) , перпендикулярная, къ одной 

изъ двухъ взаимно перпсндикулярныхъ плоскостей MN, 
совпадаешь съ другой плоскостью PQ, когда имеешь сг, 
нею одну общую точку А ; п о т о м у ч т о , е с л и э т о т ъ п е р -
п е н д и к у л я р ъ н е л е ж а л ъ б ы в ъ п л о с к о с т и PQ, т о и з ъ 
т о ч к и А м о ж н о б ы б ы л о , на о с н о в а н і и нредт, и д у щ е й т е о -
р е м ы , п р о в е с т и е щ е д р у г о й п е р п е н д и к у л я р ъ к ъ п л о с к о -
с т и MN, ч т о н е в о з м о ж н о . 

2 . Если две плоскости AB и CD ( ч е р т . 2 6 2 ) перпеи-
л D дику.іярны къ третьей плоскости 

; MIS, то и лии/я пересечения ихъ АС 
№|Д VSat перпендикулярна къ этойплоскости. 

в г / g g В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , о п у с т и в ъ и з ъ к а -
y j ^ ^ ^ ^ y f f e â y к о й н и б у д ь т о ч к и л и н і и А С п е р -

/ ^ ^ Ш Ш н - п е н д и к у л я р ъ н а п л о с к о с т ь MN, и а й -
Черт. 2 0 2 . д е м ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у , ч т о э т о т ъ 

п е р п е н д и к у л я р ъ б у д е т ъ л е ж а т ь к а к ъ в ъ п л о с к о с т и A B 
т а к ъ и в ъ п л о с к о с т и CD; с л ѣ д о в . о н ъ с л и в а е т с я с ъ л н -
н і е ю п е р е с ѣ ч е н і я д в у х ъ п л о с к о с т е й . 
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Черт. 2 G 3 . 

§ 2 1 0 . Т Е О Р Е М А . Если изъ какой нибудь точки М, 
^А лежащей внутри двугранною угла ABCD 

( ч е р т . 2 6 3 ) , опустимъ перпендикуляры. 
ML и MN на стороны его, то уголъ LMM, 
составленный этими перпендикулярами, 
вмѣстѣ съ линейнымъ угломъ двугранною 
угла, равняется двумъ прямымъ. 

Доказ. Е с л и ч р е з ъ л и н і и ML и MN 
п р о в е д е м ъ п л о с к о с т ь , т о эта п л о с к о с т ь , по § 2 0 9 , б у д е т ъ 
п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и BD и к ъ п л о с к о с т и АС, 
с л ѣ д . и к ъ л и н і и и х ъ п е р е с ѣ ч е н і я ВС ( § 2 0 9 с л ѣ д с т в . 2 ) . 
И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о у г о л ъ LPN, с о с т а в л е н н ы й п е -
р е с ѣ ч е н і я м и э т о й п л о с к о с т и с ъ п л о с к о с т я м и BD и АС, 
е с т ь л и н е й н ы й у г о л ъ д в у г р а н н а г о у г л а ABCD; а т а к ъ к а к ъ 
в ъ ч е т ы р е у г о л ь и и к ѣ PI.MN у г л ы PI.M и PNM п р я м ы е , т о 

/1 LPN - + - Z . LMN — 2 d . 
§ 2 1 1 . Т Е О Р Е М А . Двугранные углы относятся между 

собою каісь ихъ линейные углы. 

і Д П о л о ж и м ъ , ч т о EFG и 
E , F , G , ( ч е р . 2 6 4 . ) л и н е й -

в н ы е у г л ы д в у г р а н н ы х ъ у г -
л о в ъ ABCD и LMNP; т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

A BCD _Е F G 
Черт. 2 0 t . LMNP ~ EiF^Gl' 

Доказ. П о л о ж и м ъ , в о п е р в ы х ъ , ч т о у г л ы EFG и 
ElFlGl с о и з м е р и м ы и ч т о л и н е й н ы й у г о л ъ и с о д е р ж и т с я 
m р а з ъ в ъ у г л ѣ EFG и п р а з ъ в ъ у г л ѣ ElFlGi, т а к ъ ч т о 

%-jryr = — • Е с л и в о о б р а з и м ъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ abed, 
1 1 1 ^ 

с о о т в ѣ т с т в у ю щ і й л и н е й н о м у у г л у и, т о о ч е в и д н о , ч т о 
э т о т ъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ б у д е т ъ с о д е р ж а т ь с я m р а з ъ в ъ 
д в у г р а ш ю м ъ у г л ѣ ABCD и п р а з ъ в ъ д в у г р а н н о м ъ у г л е 

ABCD m ABCD EFG LMNP, т а к ъ ч т о 
LMNP n 

— , с л ѣ д о в . 
> n LMNP E.F.G: 
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П о л о ж и м ъ , в о в т о р ы х ъ , ч т о л и н е й н ы е у г л ы LCP и 
ЯА LCN д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ АВСР и ABCN 

( ч е р т . 2 6 5 ) н е с о и з м е р и м ы . Д о к а ж е м ъ , 

ч т о в ъ э т о м ъ с л у ч а е о т н о ш е п і е 
L ABCN 

н е м о ; к е т ъ б ы т ь н и м е н е е н и б о л е е о т -
L CP 

н о ш е н і я ѵттт , -LCN 

А , АВСР ,LCP 
с а м о м ъ д е л і , е с л и т о в о з м е м ъ 

в м е с т о у г л а LCN б о л ы н і й у г о л ъ LCx т а к ъ , ч т о б ы 
АВСР LCP _ 
ABCN — LCx' Раздѣлимъ У г о л ъ LCP н а т а к о е ч и с л о 
р а в н ы х ъ ч а с т е й , ч т о б ы к а ж д а я ч а с т ь б ы л а м е н ь ш е у г л а 
NCx, т о г д а по к р а й н е й м е р е одна и з ъ линій д Ь л е н і я 
б у д е т ъ с о д е р ж а т ь с я м е ж д у л и н і я м и CN и Сх. П у с т ь 
б у д е т ъ CU т а к а я л и н і я . Е с л и ч р е з ъ э т у л и н і ю и р е б р о 
ВС п р о в е д е м ъ п л о с к о с т ь BU, т о с о с т а в и т с я д в у г р а н н ы й 
у г о л ъ ABCU, к о т о р а г о л и н е й н ы й у г о л ъ i C t / с о и з м е р и м ъ 
с ъ л и н е й н ы м ъ у г л о м ъ І Х Р и п о т о м у , по п р е д ъ и д у щ е м у , 

АВСР _ I. CP 
ABCU~ LCÜ• 

Р а з д е л и в ъ э т у п р о п о р ц і ю н а д о п у щ е н н у ю н а м и п р о п о р ц і ю 
АВСР_ LCP 
ABCN ~~ LCx' 

н а х о д и м ъ п р о п о р ц і ю : 
ABCN __ LCx 
ABCU LCU' 

ABCN LCx ,,„ 
к о т о р а я н е в е р н а , п о т о м у ч т о . . , . . , - < 1 , о П з ъ 

A B C с/ L С Ь ^ 
э т о г о з а к л ю ч а е м ъ , ч т о с д е л а н н о е н а м и и р е д п о д о ж е и і е 
АВСР . LCP 
ÄBCN < LCN 116 с пРа в е дливо. 
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П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о п р е д н о л о -
АВСР. LCP 

ж е ш е —7,"7гт", > Ѵ-.--Г-. т а к ж е н е в о з м о ж н о , а и з ъ э т о г о 
ABCN LCN 

с л ѣ д у е т ъ ч т о 
Л Ii CP _ LC_P 
ABCN ~ LCN' 

В с л ѣ д с т в і е п р о п о р ц і о н а л ь н о с т и д в у г р а н н ы х ъ и л и п е й -
н ы х ъ у г л о в ъ , п о с л ѣ д н і е п р и н и м а ю т с я з а м ѣ р у п е р в ы х ъ 
и в с я к і й д в у г р а н н ы й у г о л ъ о б о з н а ч а е т с я ч и с л о м ъ г р а -
д у с о в ъ , с о д е р ж а щ и х с я в ъ е г о л и н е й н о м ъ у г л ѣ . П р и т а -
к о м ъ о б о з н а ч е н і и м ы д о л ж н ы о д н а к о п о м н и т ь , ч т о чи-
сло г р а д у с о в ъ , с о д е р ж а щ и х с я в ъ л и н е й н о м ъ у г л ѣ , н е 
п р е д с т а в л я е т ъ в е л и ч и н у д в у г р а н н а г о у г л а , по е с т ь т о л ь -
ко ч и с л о е м у п р о п о р ц і о и а л ь п о е . Н а п р . д в у г р а н н ы й у г о л ъ 
в ъ 3 6 " 1 6 ' - значитъ д в у г р а н н ы й у г о л ъ , к о т о р ы й о т н о с и т с я 
к ъ п р я м о м у д в у г р а н н о м у у г л у , к а к ъ 3 6 ° 1 6 ' къ 9 0 0 , 

§ 2 1 2 . И з ъ в с ѣ х ъ н а п р а в л е н і й , к о т о р ы я прямая л и -
нія м о ж е т ъ и м ѣ т ь в ъ п р о с т р а н с т в е , одно з а с л у ж и в а е т ъ 
о с о б е н н а г о в н и м а н і я , а и м е н н о н а п р а в л е н і е п р и н и м а е м о е 
н и т ы о , о д и н ъ к о н е ц ъ к о т о р о й н е п о д в и ж е п ъ а д р у г о й н а -
т я н у т ъ к а к и м ъ - н и б у д ь т я ж е л ы м ъ т ѣ л о м ъ . Н а н р а в л е н і е 
э т о н а з ы в а е т с я отвѣспой или вертикальной линг'ею. 

П л о с к о с т ь , п е р п е н д и к у л я р н а я к ъ в е р т и к а л ь н о й л и н і и , 
н а з ы в а е т с я горизонтальной плоскостью и в с я к а я п р я -
м а я , л е ж а щ а я в ъ г о р и з о н т а л ь н о й п л о с к о с т и , — гори-
зонтальной лиигею. П о в е р х н о с т ь в о д ы , н а х о д я щ е й с я в ъ 
с о с у д ѣ в ъ с о в е р ш е н н о , м ъ п о к о е , п р е д с т а в л я е т ъ г о р и з о н -
т а л ь н у ю п л о с к о с т ь . 

П л о с к о с т ь , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ в е р т и к а л ь н у ю л и н і ю , 
н а з ы в а е т с я вертикальной плоскостью. О ч е в и д н о , ч т о в с я -
к а я в е р т и к а л ь н а я п л о с к о с т ь п е р п е н д и к у л я р н а ко в с я к о й 
г о р и з о н т а л ь н о й п л о с к о с т и (§ 2 0 9 ) , и ч т о л и н і я п е р е с ѣ -
ч е н і я д в у х ъ в е р т и к а л ь н ы х ! , п л о с к о с т е й е с т ь в е р т и к а л ь -
н а я линія . 
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В е р т и к а л ь н ы я л и н і и и г о р и з о н т а л ь н ы я п л о с к о с т и и м ѣ -
ю т ъ о б ш и р н о е п р и л о ж е и і е в ъ п р а к т и к е , о с о б е н н о в ъ п о -
с т р о и к а х ъ р а з п а г о р о д а . 

Углы многогранные . 

§ 2 1 3 . Н е о п р е д е л е н н а я ч а с т ь п р о с т р а н с т в а , с о д е р ж а -
щ а я с я м е ж д у н е с к о л ь к и м и п л о с к о с т я м и 
ASB.BSC, CSD, DSE и ESA ( ч е р т . 2 6 6 ) , 
п е р е с е к а ю щ и м и с я в ъ о д н о й т о ч к е S, н а з ы -
в а е т с я многогранными и л и тѣлеснымъ уг-

te -'o-Ks; т о ч к а S н а з ы в а е т с я вершиною, ли-
иіи п е р е с е ч е н і я п л о с к о с т е й : 5 / 1 , SB SC. . 
ребрами и у г л ы A S11, BSC, CSD.'.., с о -

с т а в л я ю щ і е т е л е с н ы й у г о л ъ , - гранями или плоскими 
углами м п о г о г р а н н а г о у г л а . 

М н о г о г р а н н ы й у г о л ъ о з н а ч а е т с я или о д н о ю б у к в о ю 
п о с т а в л е н н о ю у в е р ш и н ы е г о , или э т о й б у к в о ю в м е с т е 
с ъ б у к в а м и , п о с т а в л е н н ы м и иа р е б р а х ъ ; т а к ъ н а п р . м н о -
г о г р а н н ы й у г о л ъ ( ч е р т . 2 6 6 ) о з н а ч а е т с я или ч р е з ъ 5 
или ч р е з ъ SABCDE. 

Т е л е с н ы й у г о л ъ 5 ( ч е р т . 2 6 7 ) , с о с т а в л е н н ы й и з ъ 
f т р е х ъ п л о с к и х ъ у г л о в ъ ASB, BSC и CS А, 

н а з ы в а е т с я тргіграннымъ угломъ. О ч е в и д -
н о , ч т о в с я к і й т р и г р а и н ы й у г о л ъ и м е е т ъ 
т р и д в у г р а н н ы х ъ у г л а CAS В, ABSC и 
ВС SA; т р и п л о с к и х ъ и т р и д в у г р а н п ы х ъ 
у г л а н а з ы в а ю т с я частями е г о . 

§ 214- . Т Е О Р Е М А . ВО оепкомъ тригранномъ уыѣ, въ 
которомъ два двугранные угла пря-
мые, противуполозісные имъ плоекгэ 
углы так же прнліые. 

П о л о ж и м ъ , ч т о ВЪ т р и г р а н н о м ъ 
у г л е S ABC ( ч е р т . 2 6 8 ) д в у г р а н н ы е 
у г л ы CS А В и CSBA п р я м ы е ; т р е -

В б у е т с я д о к а з а т ь , что п л о с к і е у г л ы 
Черт. 268. CS В и CSA т а к ж е прямые. ' 
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Доказ. Т а к ъ к а к ъ р е б р о SÇ е с т ь 
п е р е с ѣ ч е н і е д в у х ъ п л о с к о с т е й CSA 
и CSB, по п о л о ж е н і ю , п е р п е н д и к у -
л я р н ы х ъ к ъ п л о с к о с т и ASB, т о и о н о 
п е р п е н д и к у л я р н о к ъ э т о й п л о с к о с т и 
( § 2 0 9 с л ѣ д с т в . 2 ) , а п о т о м у у г л ы 
CSA и CSB п р я м ы е . 

Черт. 268. 
Обратная теорема. Если os триграниомъ угліь S ABC 

( ч е р т . 2 6 8 ) два плоскіс угла его CSB и CSA прямые, то 
и противупо.юоісиые имъ двугранные углы CS AB и CSBA 
прямые. 

Доказ. ' Г а к ъ к а к ъ , по п о л о ж е н і ю , у г л ы CS H и C S A п р я -
м ы е , т о л и н і я CS п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и AS В, 
и в с л ѣ д с т в і е э т о г о п л о с к о с т и CSA и CSB п е р п е н д и к у -
л я р н ы к ъ п л о с к о с т и ASB ( § 2 0 9 ) . 

И з ъ п р е д л о ж е н і й э т о г о § с л ѣ д у е т ъ , ч т о е с л и в ъ т р и -
г р а н н о м ъ у г л ѣ в с ѣ д в у г р а н н ы е у г л ы е г о п р я м ы е , т о и в с ѣ 
п л о с к і е е г о у г л ы п р я м ы е , и н а о б о р о т ъ . 

§ 2 1 5 . Т Е О Р Е М А . ВЪ триграниомъ углгь каждый пло-
ские уголъ менее суммы двухъ другихъ 
плосісихг угловъ. 

П о л о ж и м ъ , ч т о и з ъ т р е х ъ п л о с к и х ъ 
у г л о в ъ , с о с т а в л я ю щ и х ъ т р и г р а н н ы й 
у г о л ъ SAB С ( ч е р т . 2 6 9 ) , у г о л ъ ASB 
н а и б о л ь ш і й ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

Черт. 2G9. ASB < ASC ч- CS В. 

Доказ. О т л о ж и м ъ в ъ п л о с к о с т и ASB у г о л ъ BSD р а в -
н ы й у г л у BSC и с д ѣ л а е м ъ SD = SC. П р о в е д я ч р е з ъ 
т о ч к и D и С к а к у ю - н и б у д ь п л о с к о с т ь , п о л о ж и м ъ , ч т о 
о н а п е р е с ѣ ч е т ъ р е б р а и SB в ъ т о ч к а х ъ А и В. 
Т р и у г о л ь н и к и CSB и DSB и м ѣ ю т ъ о б щ у ю с т о р о н у SB 
и к р о м ѣ т о г о , по п о с т р о е н і ю , SD = SC и Z . CSB =z 
Z . DSB, с л ѣ д о в . э т и т р и у г о л ь н и к и р а в н ы , и п о т о м у 
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BD=BC, а т а к ъ к а к ъ AD -+- DB<AC-+-CB, т о AD<^AC. 
З а м ѣ т и м ъ т е п е р ь , ч т о т р и у г о л ь н и к и ASD и ASC и м ѣ -
ю т ъ о б щ у ю с т о р о н у AS и к р о м ѣ т о г о SD = SC, н о 
AD АС] и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о у г о л ъ ASD м е н ь ш е 
у г л а ASC ( § 1 9 ) . С л о ж и в ъ н е р а в е н с т в о ASD <^ASC с ъ 
р а в е н с т в о м ъ DSB - CS В, н а й д е м ъ AS В < ASC+CSB, 
ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

Е с л и и з ъ о б ѣ и х ъ ч а с т е й э т о г о н е р а в е н с т в а в ы ч т е м ъ 
по у г л у ASC, т о п о л у ч и м ъ : 

CSB > AS В — ASC, 

т . е . въ триграниомъ угли каждый изъ плоскихъ уиовъ 
больше разности двухъ другихъ угловъ. 

§ 2 1 6 . Т Е О Р Е М А . Сумма плоскихъ угловъ, составля 
J* ющихъ многогранный уголъ, меньше четы-

/уД\ рехъ прямыхъ. 

/ / \ \ П у с т ь б у д е т ъ SABCDE ( ч е р т . 2 7 0 ) 
/ Ѵ / д Д м н о г о г р а н н ы й у г о л ъ , с о с т а в л е н н ы й и з ъ 

А / \ ~ ] ^ п л о с к и х ъ у г л о в ъ ASB, BSC, CSD...-
д т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 

Черт. 270 . A S B USC -fr- CSD... < U. 
Доказ. П р о в е д я к а к у ю - н и б у д ь п л о с к о с т ь ABCDE, п е -

р е с е к а ю щ у ю р е б р а м н о г о г р а н п а г о у г л а в ъ т о ч к а х ъ 
A,B,C,D и Е, о з н а ч и м ъ ч р е з ъ 5 с у м м у п л о с к и х ъ у г л о в ъ , 
с о с т а в л я ю щ и х ъ м н о г о г р а н н ы й у г о л ъ и ч р е з ъ п ч и с л о и х ъ ; 
т о г д а с у м м а у г л о в ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , в е р ш и н ы к о т о р ы х ъ 
с х о д я т с я в ъ т о ч к ѣ S, р а в н я е т с я 2 d n , а с у м м а у г л о в ъ м н о -
г о у г о л ь н и к а ABCDE р а в н я е т с я 2 d n — i d . Н о т а к ъ к а к ъ 
к а ж д а я и з ъ т о ч е к ъ А,В,С... е с т ь в е р ш и н а т р и г р а н н а г о 
у г л а , т о , по п р е д ъ и д у щ е м у § : 

SAE Н- 5 . 4 В > ЕАВ, SB А -+- SUC > ABC... 

С л о ж и в ъ э т и н е р а в е н с т в а , п о л у ч и м ъ 

SAE -t- SAB -н SUA ч- S ВС -і- ... > ЕА В -+-АВС ч- ... 
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Н о п е р в а я с у м м а SAE-+-SAB-+-SBA.... р а в н а 2 d n — S 
а в т о р а я с у м м а ЕАВ-+-ABC-+- . . . . р а в н а 2 d n — id; 
с л ѣ д о в . 2 d n - S > Un — U и л и 2 d n - л - Ы > 2 < / я - н $ ; 

а о т с ю д а S < ^ 4-г/. 

§ 2 1 7 . ТЕОІ' ЕМЛ. ВО всяком! тригранномг, уг.чь SABC ( ч е р . 2 7 1 ) 
H ry.ii .ua двугранныхъ углоов мешьо lid гг бо.гѣе2d. 

Д о н я л . О п у с т і і в ъ и з ъ к а к о й н п б у д ь т о ч к и О , 
л е ж а щ е й в н у т р и т р и г р а н и а г о угла , " п е р п е н д и к у -
л я р ы OL, ОМ и ON н а с т о р о н ы е г о ^ S ß Д 5 С и 
Bsc, п о л у ч и м ъ п р и О т р и г р а н н ы й у г о л ъ OLMN, 
к о т о р а г о п л о с к і е у г л ы MOL, LON и NOM. п о 
§ 2 1 0 , с л у ж а т ъ д о п о л н е н і я м и д о 2 d д в у г р а н н ы м ъ 
у г л а м ъ CSAB, CSBA и ASCB, с л ѣ д о в . с у м м а э т п х ъ 

С п л о с к и х ъ и д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ р а в н а 0 d , н о 
Черт. 2 7 1 . с у м м а п л о с к и х ъ у г л о в ъ меігі іе Ы ( § 2 1 6 ) , с л ѣ д . 

с у м м а д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ м е н ѣ е (id и б о л ѣ е 2d. 
П о в т о р я я п о д о б н о е ж е р а з с у ж д е н і е о т н о с и т е л ь н о к а к о г о ни-

б у д ь м н о г о г р а н п а г о ] у г л а , с о с т а в л е н н а г о и з ъ я п л о с к и х ъ у г л о в ъ , 
н а й д е м ъ , ч т о с у м м а е г о д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ м е н е е hid н о 
б о л ѣ е 2 n d — 4 - d . 

§ 2 1 8 . Е с л и н з ъ к а к о й и и б у д ь т о ч к и О , л е ж а щ е й в н у т р и 
т р и г р а н и а г о у г л а SAB С, ( ч е р т . 2 7 1 ) о п у с т и м ъ н а п л о с к о с т и 
AS В, ASC и CS В п е р п е н д и к у л я р ы OL, ОМ и ON, т о при т о ч -
к е О о б р а з у е т с я т р и г р а н н ы й у г о л ъ OLMN, к о т о р ы й н а з ы в а е т с я 
дополнительными уг.іомв т р п г р а н п о м у у г л у S. В с л ѣ д с т в і е т о г о , 
ч т о линіи OL и ОМ п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ п л о с к о с т я м ъ AS В и 
ASCt п л о с к о с т ь LOM т а к ж е п е р п е н д и к у л я р н а к ъ э т и м ъ і і л о с -
к о с т я м ъ ( s 2 0 9 ) , и п о т о м у о н а п е р п е н д и к у л я р н а п к ъ л п и і и и х ъ 
п е р е с ѣ ч е и і я AB (§ 2 0 9 с л ѣ д с т . 2 ) ; с л е д о в . р е б р а т р и г р а н и а г о 
у г л а S с о о т в е т с т в е н н о п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ п л о с к о с т я м ъ т р и -
г р а н и а г о у г л а О . 

И з ъ э т о г о мы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о е с л и т р и г р а н н ы й у г о л ъ О 
е с т ь у г о л ъ д о п о л н и т е л ь н ы й для т р и г р а н и а г о у г л а S, т о и па-
о б о р о т ъ , т р и г р а н н ы й у г о л ъ S е с т ь у г о л ъ д о п о л н и т е л ь н ы й для 
т р и г р а н и а г о у г л а О . 

Р а в е н с т в о и с и м е т р і я т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ . 
§ 219. ТЕОРЕМА Когда два трмранныхв угла имѣюте пло-

екге углы соотвѣгпстиашо равные, то гг двугранные ихьу.ил равны. 
П о л о ж и м ъ , ЧТО ВЪ т р и -

г р а н н ы х ъ у г л а х ъ SABC и 
5 Л В , С , ( ч е р т . 2 7 2 ) Z ASB= 

/LASC= ZA,S,C,; 
Z BSC = Z В,S,С,; т р е -

B б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о д в у -
V г р а и н ы о у г л ы с о о т в ѣ т с т в е -

ио р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 
Доказ. С д е л а е м ъ 5 Л = 5 1 - 4 1 

Черт. 272 . и п р о в е д е м ъ ч р е з ъ т о ч к и 
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А и А, п л о с к о с т и CAB и С,А,В, п е р п е н д и к у л я р н ы я к ъ р е б р а м ъ 
SA и S,A„ т о г д а Z CAB и Z С,А,В, б у д у т ъ л и н е й н ы е у г л ы д в у -
г р а н н ы х ъ C'SAB n С,S,А,В,. П р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и BSI 
В , S A , в ъ к о т о р ы х ъ SA = S,A, и ^ASB = ZA,S,BII р а в н ы - п р я -
м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и ASC и A,S,C„ в ъ к о т о р ы х ъ SA=S А 
и Z.ASC = Z.A,S,C„ т а к ж е р а в н ы ; с л ѣ д о в , S B = S , B и SC=SC' 
В с л Ь д с т в і е э т о г о т р и у г о л ь н и к и B S C i i ß . - S . C , , т г і н о щ і е д в е с т о -
р о н ы и у г о л ъ м е ж д у ними р а в н ы е , б у д у т ъ р а в н ы . И з ъ с к а -
з а п п а г о мы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о AB = A fi,; АС = А С ч ВС=В С • 
с л е д о в , т р и у г о л ь н и к и ABC и А,В,С, р а в н ы м е ж д у ' с о б о ю и п о -
т о м у Z ВАС= Z ß , / І . С , . Н о т а к ъ к а к ъ ВАС и ß А С с у т ь л и -
н е й н ы е у г л ы д в у г р а н н ы х ъ CS AB и C f i j f i , , т о э т и ' д в у г р а н н ы е 
у г л ы р а в н ы м е ж д у с о б о ю 

П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я р а в е н с т в о и д р у г и х ъ 
д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ . 

К о г д а р е б р а SB и SC п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ р е б р у Л 5 т е 
к о г д а д в а плоск іо у г л а ASB и ASC п р я м ы е , т о п л о с к о с т ь CAB 
б у д е т ъ п а р а л л е л ь н а л ш п я м ъ SB и SC; к ъ э т о м у с л у ч а ю д о к а з а -
т е л ь с т в о , в ы ш е п р и в е д е н н о е , н е п р и л а г а е т с я , п о т о м у ч т о т о -
н к о с т ь , п р о в е д е н н а я ч р е з ъ т о ч к у А п е р п е н д и к у л я р н о к ъ р е б р ѵ 
SA, н е п е р е с е ч е т с я с ъ линіями SB „ SC; но т а к ъ к а к ъ в ъ э т о м ъ 
с л у ч а е п л о с к і е у г л ы BSC и ß , 5 , С , с у т ь л и н е й н ы е у г л ы д в у -
г р а н н ы х ъ CS AB и C,S,A,B„ т о р а в е н с т в о э т и х ъ д в у г р а н н ы х ъ 
у г л о в ъ с л е д у е т ъ п р я м о и з ъ р а в е н с т в а и х ъ л и н е й н ы х ъ у г л о в ъ . 

, S "0-ТКОРИМА. Два тршранпыхп угла SABC И SABC 
( ч е р т . 2 / 2 ) равны, когда плоскіе uxs углы равны и одинаково 
расположены. 

Догсаз. И з ъ р а в е н с т в а п л о с к и х ъ у г л о в ъ с л е д у е т ъ , по п р е д ъ -
, , д у й ® Л Ч ' ! т 2 л ч у г р а н н ы е у г л ы " р а в н ы , и т р и г р а н н ы ѳ у г -
лы SABC и З . Л Д С , при на . іожепіи о ч е в и д н о с о в п а д у т ъ . 

Е с л и т р и г р а и н ы е у г л ы SABC и S,A,B,C, ( ч е р т . 273) с о с т а в л е -
н ы и з ъ п л о с к и х ъ у г л о в ъ с о о т в е т -

І

с т в е н н о р а в н ы х ъ , по р а с п о л о ж е н -
н ы х ъ в ъ о б р а т н о м ъ п о р я д к е , т о д в у -
г р а н и ы о и х ъ у г л ы , по п р е д ъ и д у щ е -

7 \ ; м у § , т а к ж е с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы ; 
н о т р н г р а п н ы е у г л ы в ъ э т о м ъ с л у -
ч а е н е м о г у т ъ б ы т ь с о в м е щ а е м ы . 

Черт. 273. Т р н г р а н н ы е у г л ы , к о т о р ы е с о с т а -
в л е н ы и з ъ р а в н ы х ъ п л о с к и х ъ и д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ , т . е . к о -
т о р ы е и ы ѣ ю г ь в с е ч а с т и с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы я , н о н е м о г у т ъ 
б ы т ь с о в м е щ а е м ы , н а з ы в а ю т с я симетричными. 

S 221. ТЕОРЕМА. Два, тртранныхи угла равны, когда имѣюгпъ 
по равному двугранному углу, заключенному между двумя ео-
пгпиіьтственно равными, и одинаково расположенными плоски-
ми углами. 

Доказ. О ч е в и д н о , ч т о т а к і е т р н г р а п н ы е у г л ы п р и н а л о ж ѳ п і и 
с о в м е щ а ю т с я . 
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§ 222. ТЕОРЕМА. Два тригранныхв угла равны, когда имѣютв 
по равному плоскому углу, заключенному между двумя соответ-
ственно равными и одинаково расположенными двугранными углами. 

Доказ. О ч е в и д н о , ч т о т а к і е т р и г р а н н ы е у г л ы п р и н а л о ж е н і и 
с о в м е щ а ю т с я . 

§ 2 2 3 . Два тригранныхв угла SABC и S ( ч е р т . 2 7 4 ) 
равны, когда двугранные uxs 
углы соответственно равны 
и одинаково расположены. 

Доказ. П у с т ь б у д у т ъ 
OI.MN и 0 , І , Д Г Д д о п о л н и -
т е л ь н ы е у г л ы т р и г р а н н ы х ъ 

' S и 5 , . Т а к ъ к а к ъ д в у г р а н -
н ы е у г л ы т р и г р а н н ы х ъ S 
и Stt н о п о л о ж е н і ю , с о о т -
в е т с т в е н н о р а в н ы , т о п л о -

Черт. 274 . с к і о у г л ы т р и г р а н н ы х ъ 
у г л о в ъ О и О , т а к ж е р а в н ы и п о т о м у с а м ы е т р и г р а н н ы е у г л ы 
О и О , р а в н ы м е ж д у с о б о ю (§ 2 2 0 ) . И з ъ р а в е н с т в а э т и х ъ 
т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ с л е д у е т ъ . р а в е н с т в о и х ъ д в у г р а н и ы х ъ ; 
с л е д о в , п л о с к і е у г л ы т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ S и S , р а в н ы , п о -
т о м у ч т о эти т р и г р а н н ы е у г л ы с у т ь у г л ы д о п о л н и т е л ь н ы е для 
т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ О и 0 „ а и з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о т р и 
г р а н н ы е у г л ы S a S, р а в н ы § 2 2 0 ) . 

§ 2 2 4 . ТЕОРЕМА. Если вв тршранноме угле SÀBC(черт. 2 7 5 ) 
два плоскихв угла AS С и CSB равны, то про-
тивуположные имя двугранные углы CBSA и 
CASB также равны. 

Доказ. П р о в е д я в ъ п л о с к о с т и ASB л н н і ю 
SB, р а з д е л я ю щ у ю плоск і і і у г о л ъ ASB по п о -

„ л а м ъ , в о о б р а з н м ъ п л о с к о с т ь BSC, п р о х о д я -
щ у ю ч р е з ъ линіи SB и SC, т о г д а с о с т а в я т с я 
д в а т р и г р а н н ы х ъ у г л а SACB и SB СП, к о т о -
р ы х ъ п л о с к і е у г л ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы . И з ъ 

Черт. 2 7 5 . э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о д в у г р . у г л . CAS В = д в у г . 

Обраіпная\пеорема. Если вв тригранномв угле S AB С ( ч е р т . 2 7 1 ) 
два двугранныхв угла CASB и CBSA равны, то про-
тивугіо ложные им б плоскіе углы CSB гг CSA так-
же равны. 

Доказ. Е с л и в о о б р а з н м ъ д о п о л н и т е л ь н ы й у г о л ъ 
OL МЛ', т о , в с л е д с т в і е п р е д н о л о ж е н п а г о р а в е н -
с т в а д в у г р а н и ы х ъ у г л о в ъ CASB и CBSA, п л о с к і е 
у г л ы L О M и LON т р н г р а н н а г о у г л а О р а в н ы ; 
с л е д о в . , н о г і р е д ъ и д у щ е й т е о р е м е , и п р о т и -
в у п о л о ж п ы о и м ъ д в у г р а н н ы е LONM и LOMN 

Черт. 2 7 1 . р а в н ы ; а т а к ъ к а к ъ у г л ы S и О с у т ь . в з а и м н о 
д о п о л н и т е л ь н ы е , т о и з ъ р а в е н с т в а э т и х ъ д в у г р а н и ы х ъ у г л о в ъ 
с л е д у е т ъ р а в е н с т в о п л о с к и х ъ у г л о в ъ ASC и BSC. 
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О ч е в и д н о , ч т о е с л и в с е п л о с к і о у г л ы т р н г р а н н а г о п и ш и 
м е ж д у с о б о ю , т о и д в у г р а н н ы е у г л ы е г о р а в Ц Т Г о ^ Г ь ! 

S Л.С.НІ п р о д о л ж и т , р е б р а т р н г р а н н а г о у г л а SABC 
( ч е р т . 2 / 6 ) , т о п л о с к о с т я м и 4 , 6 ' й , , BSC и 
с ЙЛ о б р а з у е т с я н о в ы й т р н г р а н н ы й ' у г о л ъ 
Л ' Ѵ ' < 6 " к о т о р ы й н а з ы в а е т с я вертикилыгымв 
уг.юмв п е р в а г о . 

Т а к ъ к а к ъ в е р т и к а л ь н ы е т р и г р а н н ы е у г л ы 
и м е ю г ь с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы е п л о с к і с у г л ы : 

/ ' Z І D S C ^ W и ^ Abc = 
^ A , s c „ т о ПО § 2 1 9 , и д в у г р а н н ы е и х ъ у г -
л ы р а в н ы Н о в е р т и к а л ь н ы е т р и г р а н н ы е у г л ы , 
и м е я в с е ч а с т и с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы я , н е 
м о г у т ъ ОЫТЬ с о в м е щ а е м ы ; с л е д о в , эти у г л ы 
в с е г д а с и м м е т р и ч н ы е . 

Г Л А В А I I I . 

О м н о г о г р а н н и к а х ъ , 

ПРИЗМЫ, ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЫ и ПИРАМИДЫ. РАВЕНСТВО ПРЯЗМЪ H ННРА-

МИДЪ. СИММЕТРИЧНЫЕ МИОГОГРАШПШН. ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ. 

ПОДОБІЕ МІІОГОГРАННІІКОВЪ. 

П р и з м ы , п а р а л л е л е п и п е д ы и п и р а м и д ы . 

§ 2 2 6 . Ч а с т ь п р о с т р а н с т в а , о г р а н и ч е н н а я с о в с ѣ х ъ 
с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а м и , н а з ы в а е т с я многогранникам* 
С а м ы е м н о г о у г о л ь н и к и н а з ы в а ю т с я стропами, с т о р о н ы 
м н о г о у г о л ь н и к о в ъ - ребрами, в е р ш и н ы м н о г о у г о л ь н и -
к о в ъ — вершинами м н о г о г р а н н и к а . 

С у м м а с т о р о н ъ м н о г о г р а н н и к а н а з ы в а е т с я поверхно-
стью е г о . 

О ч е в и д н о , ч т о п р о с т ѣ й ш і й и з ъ в с ѣ х ъ м н о г о г р а н н и к о в ъ 
е с т ь м н о г о г р а н н и к ъ о ч е т ы р е х ъ с т о р о н а х ъ , п о т о м у ч т о 
т р и п л о с к о с т и н е м о г у т ъ о г р а н и ч и т ь п р о с т р а н с т в о 

М н о г о г р а н н и к ъ , о г р а н и ч е н н ы й ч е т ы р ь м я с т о р о н а м и н а -
з ы в а е т с я четыреграпникомъ и л и тетраедромь, м н о г о г р а н -
н и к ъ о ш е с т и с т о р о н а х ъ и'естиграннчісомъидчэксаедромъ, 

1 4 



— 210 — 

о в о е м и с т о р о н а х ъ — о е м ш р а н п н к о м ъ или октаедромъ, о 
д в е н а д ц а т и с т о р о н а х ъ — двѣпчдціітшрапипкомг пли до-
декаедромъ, о д в а д ц а т и с т о р о н а х ъ — д и п д ц а т и / р а п н и к о м ъ 
и л и икосаедромъ. 

Д р у г і е м н о г о г р а н н и к и р ѣ д к о о з н а ч а ю т с я о с о б е н н ы -
ми н а з в а и і я д і и . 

§ 2 2 7 . М п о г — к ъ ABCDELMNPQ ( ч е р . 277 ) , к о т о р а г о 
д в ѣ с т о р о н ы A BCDEtt LMNPQ 

I __ J - Т т — n с у т ь д в а р а в н ы х ъ м н о -
г о у г о л ь н и к а , л е ж а щ и х * в ъ 
п а р а л л е л ь н ы х ъ п л о с к о с т я х * , 
a д р у г і я с т о р о н ы А В M L , 
Л ( Ж . „ , — п а р а л л е л о г р а м -
м ы , н а з ы в а е т с я призмою. 

Черт. 277 Черт. 278. П а р а л л е л ь н ы е м н о г о у г о л ь н и -
ки ЛИСПЕ и LMNPQ н а з ы в а ю т с я основа шлми п р и з м ы , 
a р а з с т о я н і е м е ж д у н и м и , т . е . п е р п е н д и к у л я р ъ ST, о п у -
щ е н н ы й и з ъ к а к о н - п и б у д ь т о ч к и о д н о г о о с п о в а н і я п а 
д р у г о е — высотою. 

О ч е в и д н о , ч т о б о к о в ы я р е б р а п р и з м ы п а р а л л е л ь н ы и , 
т а к ъ к а к ъ о н и з а к л ю ч а ю т с я м е ж д у п а р а л л е л ь н ы м и п л о -
с к о с т я м и , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

С м о т р я п о т о м у б у д у т ъ ли о с н о в а п і я п р и з м ы т р и у г о л ь -
н и к ъ , ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ или к а к о й - н и б у д ь м н о г о у г о л ь н и к ъ , 
п р и з м а н а з ы в а е т с я триуюлыюю, четыреугольную и л и 
миоічуюлышю. 

П л о с к о с т ь ACNL ( ч е р т . 277 ) , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ д в а 
б о к о в ы х * р е б р а н е с м е ж н ы х ъ м е ж д у с о б о ю , н а з ы в а е т с я 
Оіаюііалі,ною плоскостью. О ч е в и д н о , ч т о д і а г о н а л ы і ы я 
п л о с к о с т и , п р о в е д е н н ы й ч р е з ъ о д н о и т о ж е р е б р о , р а з -
д ѣ л ш о т ъ в с я к у ю п р и з м у н а т р и у г о л ь н ы я п р и з м ы , и м ѣ ю -
щ і я о д и н а к у ю в ы с о т у . 

П р и з м а н а з ы в а е т с я наклонною ( ч е р т . 277 ) , к о г д а б о к о -
в ы я р е б р а n e п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ о с н о в а и і я м ъ , и — п р я -
мою ( ч е р т . 2 7 8 ) , к о г д а о н и п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ н и м * . 
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О ч е в и д н о , ч т о б о к о в ы я с т о р о н ы п р я м о й п р и з м ы 
( ч е ' з т - 2 / 8 > « У ™ п р я м о у г о л ь н и к и и ч т о п р я м ы я 

п р и з м ы с ъ р а в н ы м и о с н о в а н і я м и и в ы с о т а м и п р и п а -
л о ж е н ш с о в п а д а ю т * . 

П р я м а я п р и з м а , к о т о р о й о с п о в а п і я п р а в и л ь н ы е 
м н о г о у г о л ь н и к и , н а з ы в а е т с я правильною-, л и н і я , с о е -

Д F л и н я ю щ а я ц е н т р ы д в у х ъ о с и о в а и і й , н а -
з ы в а е т с я осью п р и з м ы . 

К о г д а п р и з м у DF ( ч - р т . 279 ) п е р е с ѣ -
ч е м ъ п л о с к о с т ь ю LMNP „ е п а р а л л е л ь -
н о ю о с н о в а н и е , т о п о л у ч и м * м н о г о г р а н -
н и к * ADCB LPNM, к о т о р ы й н а з ы в а е т с я 

с усіьчен/ioit призмою. 
Черт. 2 7 9 . 

§ 2 2 8 . П р и з м а ABCD LMNP ( ч е р . 280) , которой о с н о -

N в а п і я А И CD и LMNP 
с у т ь п а р а л л е л о г р а м м ы 
н а з ы в а е т с я паралле-

І С лепипедомъ.Линія BP, 
с о е д и н я ю щ а я в е р ш и -

Черт. 2 8 0 . Черт. 2 8 1 . Н Ы д в у х * п р о т и в у п о -
л о ж п ы х ъ т р и г р а н н ы х * у г л о в ъ , н а з ы в а е т с я дітоналыо п а -
р а л л е л е п и п е д а . П р я м о й п а р а л л е л е н и н е д ъ ABCDLMNP 
( ч е р т . 2 8 1 ) , к о т о р а г о о с н о в а п і я п р я м о у г о л ь н и к и , н а з ы -

в а е т с я прямоумльнымъ параллелепипедом*; т р и р е б р а е г о 

A ü " A L > , I j y u 4 » о д н о й в е р ш и н ы н а з ы в а е т с я 
излиьр е ш ям и е г о . О ч е в и д н о , ч т о в с ѣ с т о р о н ы п р я м о у г о л ь -
н а г о п а р а л л е л е п и п е д а п р я м о у г о л ь н и к и . 

П р я м о у г о л ь н ы й п а р а л л е л е п и п е д * , к о т о р а г о в с ѣ т р и 
и з м ѣ р е ш я р а в н ы , н а з ы в а е т с я / . - ^ « . О ч е в и д н о , ч т о в с ѣ 
с т о р о н ы к у б а с у т ь р а в н ы е к в а д р а т ы . 

П а р а л л е л е п и п е д * , к о т о р а г о в с ѣ с т о р о н ы р о м б ы , н а -
з ы в а е т с я ромбоедромъ. 

I V 
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§ 2 2 9 . Т Е О Р Е М А . ВО всякомъ параллелепипеде прртн-
ff вуполоэісныя стороны равны и парал-

лельны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о AN ( ч е р т . 2 8 2 ) п а -
/. !р I р а л л е л е п и п е д ъ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 

Х / п ч т о п а р а л л е л о г р а м м ы ALPD и BMNC 
"Черт 282 р а в н ы и п а р а л л е л ь н ы . 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ р е б р а LP и MN р а в н ы и п а р а л -
л е л ь н ы , а р е б р а LA и MB т а к ж е р а в н ы и п а р а л л е л ь -
н ы , у г л ы ж е ALP и ВМА\ в с л ѣ д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и и х ъ 
с т о р о н ъ , р а в н ы , т о п а р а л л е л о г р а м м ъ ALPD р а в е н ъ и н а -
р а л л е л е н ъ п а р а л л е л о г р а м м у BMNC. 

П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ м о ж н о д о к а з а т ь р а в е н с т в о и 
п а р а л л е л ь н о с т ь д р у г и х ъ п р о т н в у п о л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ . 

§ 2 3 0 . Т Е О Р Е М А . Діагонали ее якаю параллелепипеда 
взаимно пересекаются и делятсп пополамъ. 

M N Доказ. В ъ п а р а л л е л с п п п е д ѣ AN ( ч е р т . 
2 8 3 ) р е б р а NP и АН р а в н ы и п а р а л -
л е л ь н ы ; с л ѣ д о в . ч е т ы р е у г о л ы і и к ъ A BNP 
п а р а л л е л о г р а м м ъ , а п о т о м у д і а г о н а л и 
AN и BP л е ж а т ъ в ъ одной п л о с к о с т и 

• 4 - Г ш " АIIАР, п е р е с ѣ к а ю т с я и д ѣ л я т с я в з а и м -
но п о п о л а м ъ . 

П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о к а ж д а я п а -
ра ч е т ы р е х ъ д і а г о н а л е й п а р а л л е л е п и п е д а : LC, MD, AN 
и BP п е р е с е к а е т с я и д ѣ л н т с я п о п о л а м ъ . 

О ч е в и д н о , ч т о в с ѣ ч е т ы р е д і а г о н а л и п а р а л л е л е п и п е д а 
п е р е с ѣ к а ю т с я в ъ одной т о ч к ѣ . 

M 

и е д ѣ AN ( ч е р т . 2 8 4 ) п р о в е д е м ъ д і а г о -
н а л ь MD и лннію IlD, т о и з ъ прлмо-

. у г о л ь н а г о т р и у г о л ь н и к а MDB н а й д е м ъ : 
MD-=HM-~t-BD'-, а и з ъ п р я м о у г о л ь н а г о 
т р и у г о л ь н и к а BAD п о л у ч и м ъ : 

/ / 
І> 

H \ 

Черт. 2 8 4 . 

— 2 1 3 — 

B D — B A ' + A D ^ B . V + H C - , в с т а в л я я , н а х о д и м ъ 
MD1 = ВМ^ н- ВС2 и- В А*, 

т . е . квадратъ діаюнали прямоугольною параллелепипеда 
равняется сумме квадрагповъ трехъ его измерент. 

И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о ч е т ы р е д і о г о н а л и п р я м о у г о л ь -
н а г о п а р а л л е л е п и п е д а р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

§ 2 3 1 . Т Е О Р Е М А . Боковая поверхность всякой призмы 
" равняется боковому ребру ея, умноженному 

ана периметръ перпендикулярною сеченіп. 

П у с т ь б у д е т ъ ABCDabcd ( ч е р т . 2 8 5 ) 
к а к а я н и б у д ь п р и з м а п LMNP е і і ч е н і е 
п е р п е н д и к у л я р н о е к ъ б о к о н ы м ъ е я р е б -
р а м ъ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о б о к о в а я п о -
в е р х н о с т ь п р и з м ы р а в н я е т с я : 

(LM - I - MN-t- NP - I - PL). Aa. 
Доказ. З а м ѣ т и в ъ , ч т о п л о щ а д и п а р а л л е л о г р а м м о в ъ 

Ad, De, СЬ и Ва р а в н ы А а . LP, Dd . PN, Ce . NM и 
Bb . ML, и ч т о б о к о в ы я р е б р а п р и з м ы р а в н ы м е ж д у с о -
б о ю , н а й д е м ъ , ч т о б о к о в а я п о в е р х н о с т ь п р и з м ы р а в н а 

(LM -+- MN н- NP —I- PL). A a. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 

1 . Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь прямой п р и з м ы р а в н я е т с я в ы -
с о т е ея у м н о ж е н н о й н а п е р и м е т р ъ о с н о в а н і я . 

2 . Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ а в ы с о т у п р я м о у г о л ь н а г о п а -
р а л л е л е п и п е д а и ч р е з ъ b a c с т о р о н ы е г о о с н о в а н і я т а к ъ , 
ч т о л и и і и a, b и с п р е д с т а в я т ъ т р и и з м ѣ р е н і я п а р а л -
л е л е п и п е д а , т о б о к о в а я п о в е р х н о с т ь е г о б у д е т ъ р а в н а 
(26 -ч-%с)а. С у м м а п л о щ а д е й о б о и х ъ ѳ с н о в а н і й р а в н я е т с я 
2 b e , с л ѣ д о в . в с я п о в е р х н о с т ь п а р а л л е л е п и п е д а р о н я е т с я 
2 (ab -і- ас -+- Ьс). 
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Черт . 2 8 6 . 

2 3 2 . М н о г о г р а н н и к ъ SA BCDЕ ( ч е р т . 2 8 6 ) , к о т о -
р а г о о д н а с т о р о н а ABCDE к а к о й - н и -
б у д ь м н о г о у г о л ь н и к ъ , a д р у г і я с т о р о н ы 
AS В, BSC,... т р и у г о л ь н и к и , с х о д я щ і е с я 

№ в ъ о д н о й о б щ е й т о ч к и S, н а з ы в а е т с я 
пирамидою. М н о г о у г о л ь н и к ъ ABCDE н а -
з ы в а е т с я основаніе.ѵ.ъ, т о ч к а 5 — в е р ш и н о ю , 
а п е р п е н д и к у л я р ъ SO, о п у щ е н н ы й и з ъ 

в е р ш и н ы S н а о с и о в а н і е , — высотою п и р а м и д ы . 

П и р а м и д а н а з ы в а е т с я т р и у г о л ь н о й , ч е т ы р е у г о л ь н о й 
или м н о г о у г о л ь н о й , с м о т р я п о т о м у б у д е т ъ ли о с н о в а н і е 
т р и у г о л ь н и к ъ , ч е т ы р е у г о л ь н и к ъ или к а к о й н и б у д ь м н о -
г о у г о л ь н и к ъ . 

П л о с к о с т ь AS С, п р о х о д я щ а я ч р е з ъ д в а н е с м е ж н ы х ъ 
р е б р а SA и SC, н а з ы в а е т с я діагональноЛ плоскостью. 
О ч е в и д н о , ч т о в с я к а я п и р а м и д а SABCDE м о ж е т ъ б ы т ь 
р а з д е л е н а н а т р и у г о л ь н ы я п и р а м и д ы SA ВС, SACD, SADE, 
д і а г о н а . і ь н ы м и п л о с к о с т я м и ASC и ASD, п р о х о д я щ и м и 
ч р е з ъ одно и т о ж е р е б р о 5.-1. 

К о г д а о с п о в а и і е п и р а м и д ы е с т ь п р а в и л ь н ы й м н о г о -
у г о л ь н и к ъ и ц е н т р ъ е г о с о в н а д а е т ъ с ъ о с н о в а и і с м ъ в ы -

с о т ы ( ч е р т . 2 8 7 ) , т о п и р а м и д а н а з ы -
в а е т с я правильною; в ы с о т а в ъ э т о м ъ с л у -
ч а е , н а з ы в а е т с я т а к ж е осью п и р а м и д ы . 
О ч е в и д н о , ч т о т р и у г о л ь н и к и AS В, BSC.., 

М- о б р а з у ю щ і е п р а в и л ь н у ю п и р а м и д у , р а в н ы 
м е ж д у с о б о ю , п о т о м у ч т о с т о р о н ы OCHO" 

Черт. 287. в а н і н р а в н ы , и р е б р а п и р а м и д ы , к а к ъ 
н а к л о н н ы я р а в н о о т с т о я щ і и о т ъ о с и п и р а м и д ы , т а к ж е 
р а в н ы . В ы с о т а о д н о і о и з ъ э т и х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , т . е . 
и е р п е і к ш к у д и р ъ , о п ^ щ е и п ы і і и з ъ в е р ш и н ы п и р а м и д ы на 
к а к у ю н и б у д ь с т о р ѳ и у о с н о в а н і я , н а з ы в а е т с я апиѳемою 
п и р а м и д ы . 
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Е с л и п е р е с Ь ч е м ъ п и р а м и д у SABCDE ( ч е р т . 287) пло-
с к о с т ь ю LMNI'Q п а р а л л е л ь н о й о с п о в а н і ю , т о п о л у ч и м ъ 
м н о г о г р а н н и к ъ ABCDELMAI'Q, к о т о р ы й н а з ы в а е т с я усе-
ченной пирамидою. С Ь ч е н і е LMA'PQ н а з ы в а е т с я верхннмъ 
основаніемъ, a р а з с т о я н і е е г о о т ъ и и ж и я г о о с н о в а н і и 
ABCDE—высотою. 

К о г д а п и р а м и д а SABDCE п р а в и л ь н а я , т о и у с е ч е н н а я 
п и р а м и д а н а з ы в а е т с я правіиыюю, и в ъ э т о м ъ с л у ч а е 
в ы с о т а о д н о й и з ъ т р а п е ц і й , с о с т а в л я ю щ и х ъ б о к о в у ю п о -
в е р х н о с т ь у с е ч е н н о й п и р а м и д ы , н а з ы в а е т с я ея апоѳсмою. 

§ 2 3 3 . Т Е О Р Е М А . Плоскочпь, параллельная осиованію 
пирамиды, разделяешь ребра и высоту ея на пропорціо-
нальнын части и даетъ въ сеченіи .иноюуголыіикъ, подоб-
ный основанию. 

П о л о ж и м ъ , ч т о SABCDE ( ч е р т . 2 8 8 ) 
к а к а я н и б у д ь п и р а м и д а , SO в ы с о -
т а е я и abede с Ь ч е п і е п а р а л л е л ь н о е 
о с н о в а н і ю ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
5 . 4 _ SB SC SO 
-г. TTT" — "Г—•.. • = -77- , и ч т о м н о г о -
.>« Sb Sc So 
у г о л ь н и к и ABCDE и abede п о д о б н ы м е ж -

\ с д у с о б о ю . 
Доказ. П р о в е д е м ъ п л о с к о с т ь ч р е з ъ 

р е б р о 5 4 и в ы с о т у SO и п у с т ь б у -
д у т ъ АО и ао липіи п е р е с е ч е н і я е я 

с ъ п л о с к о с т я м и ADCDE и abede. Но § 2 0 2 с л е д с т . 1, 
лииіи AB, ВС, CD, DE, ЕА и АО с о о т в е т с т в е н н о 
п а р а л л е л ь н ы л и н і я м ъ ab, be, cd, de, со и «о ; с л е д о в . 

5 4 

Sa 
SB 
Sb 

sc 
Sc 

SD 
Sd 

SE 
Sc 

SO 
So 

Т а к ъ к а к ъ с т о р о н ы м н о г о у г о л ь н и к о в ъ ABCDE и 
abede с о о т в е т с т в е н н о п а р а л л е л ь н ы , т о у г л ы и х ъ р а в -
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н ы Д а л ѣ е , и з ъ подобія т р и у г о л ь н и к о в ъ 

AS В и aSb с л ѣ д у е т ъ : а и з ъ п о -
ab ab 

добія т р и у г о л ь м и к о в ъ ASE и aSe- — = 
aS 

АЕ AB АЕ 
— ; с л ѣ д о в . — - = — . 
oe ab ae 

П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я 
п р о п о р ц і о н а л ы ю е т ь и д р у г и х ъ с т о р о н ъ 
м н о г о у г о л ь н и к о в ъ ABCDE и abode. 

Т а к ъ к а к ъ площади п о д о б н ы х ъ м и о г о -
о т н о с п т с я к а к ъ к в а д р а т ы с х о д с т в е н н ы х ъ 

в 
Черт. 2 8 8 . 

у г о л ь н и к о в ъ 
с т о р о н ъ , т о 

ABCDE 
abedе-

АВ2 

ab2 

AB SA SO 
HO — Г = TT— = TT— . с л ѣ д о в . ab i« эо 

ABCDE _ SO' 
abede So'2 ' 

т . е . площади основаиіл и параллельного ему сѣчешя от-
носятся мезісду собою, какъ квадраты ихъ разстолній 
отъ вери/ины пирамидьі. 

§ 2 3 4 . Т Е О Р Е М А . Если даѣ пирамиды имгыотъ рав-
ныя высоты и основанін 
ихъ лсэісатъ въ одной пло-
скости, то площади, про-
исходлщгл отъпересіьченіл 
плоскостью параллельной 
оспованілмъ, будутъ про-
порцгоналыгы площадямъ 
оспованііі. 

Черт. 289. П у с т ь б у д у т ъ SABC и 
OLMNPQ ( ч е р т . 2 8 9 ) д в ѣ п и р а м и д ы , к о т о р ы й п м ѣ ю т ъ оди-
н а к у ю в ы с о т у RU, a о с н о в а н і я к о т о р ы х ъ ABC и LMNPQ 
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л е ж а т ъ в ъ о д н о й п л о с к о с т и и п о л о ж и м ъ , ч т о abc и 
Imnpq с ѣ ч е н і я , о б р а з у е м ы я п л о с к о с т ь ю п а р а л л е л ь н о й 

ABC LMNPQ 
о с н о в а н і я м ъ ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о — г - = -,- . 

abc Imnpq 
Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о п л о с к о с т ь с ѣ ч е н і я в с т р ѣ ч а е т ъ 

линію RU в ъ т о ч к ѣ Т; т о г д а по п р е д ъ и д у щ е м у § : 

ABC _ RIP LMNPQ_ RU* ABC_LMNPQ 
abc ~ RT2 Imnpq RT3 ' abc Imnpq 

И з ъ э т о г о предлоясенія с л ѣ д у е т ъ , ч т о е с л и о с н о в а и і я 
ABC и LMNPQ р а в н о в е л и к и , т о с ѣ ч е н і я abc и Imnpq 
т а к ж е р а в н о в е л и к и . 

§ 2 3 5 . Т Е О Р Е М А . Боковая поверхность правгиыіой 
пирамиды равняется периметру основанія умноженному 
на половину апооемы. 

Доказ. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь п р а в и л ь н о й п и р а м и д ы 
с о с т о и т ъ и з ъ р а в н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , а п л о щ а д ь к а ж -
д а г о и з ъ н и х ъ р а в н я е т с я с т о р о н ѣ о с н о в а н і я , у м н о ж е н н о й 
н а п о л о в и н у а п о ѳ е м ы . 

§ 2 3 6 . Т Е О Р Е М А . Боковая поверхность правильной 
усѣчепной пирамиды равняется полусуммгь перимстровъ 
ел основаній умнозісенноіі на апоосму. 

Доказ. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь п р а в и л ь н о й у с ѣ ч е н н о й 
п и р а м и д ы с о с т о и т ъ и з ъ р а в н ы х ъ т р а п е ц і й , а п л о щ а д ь 
к а ж д о й и з ъ н и х ъ р а в н я е т с я п о л у с у м м ѣ н а р а л л е л ь н ы х ъ 
с т о р о н ъ у м н о ж е н н о й н а в ы с о т у т р а п е ц і и . 

О ч е в и д н о , ч т о б о к о в у ю п о в е р х н о с т ь п р а в и л ь н о й у с е -
ч е н н о й п и р а м и д ы м о ж н о в ы р а з и т ь т а к ж е произведепіемъ 
периметра сѣченія, раздѣляюиірю боковыя ребра попо-
ламъ, па апооему. 

Р а в е н с т в о призгаъ и пирамидъ. 
§ 2 3 7 . Т Е о Р Е М А . Дчіь призма равны, когда и.иіьютв раоныа 

основанія, но'равному тршринпому углу и по равной боковиіі сто-
роніь этою уиа. 
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І І о л о ж н м ъ , ч т о в ъ п р и з -
м а х ъ ЛИ и LT ( ч е р т . 2 9 0 ) 
т р и г р а н н ы е у г л ы Л и L р а в -
н ы и ч т о к р о м ѣ т о г о AB CUE = 
LMNPQ; и ЛЕКЕ = LQYR\ 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о э т и 
п р и з м ы р а в н ы . 

Доказ. І і л о ж и м ъ п р и з м у LT 
вт, п р и з м у АН т а к ъ , ч т о б ы 
о с н о в а п і я и т р и г р а н н ы е у г л ы А 

Черт. 200 . и L с о в м е с т и л и с ь , т о г д а р е б р а 
LH и Т.М с о в м ѣ с т я т с я с ъ р е б р а м и A F и AB и п а р а л л е л о г р а м м ъ 
LS с о в п а д е т ъ с ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ъ AG, с л ѣ д о в . р е б р о M S — с ъ 
р е б р о м ъ B G . 

І І о д о П н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о и д р у г і я р е б р а 
с о в м ѣ с т я т с я . 

И з ъ э т о г о г і р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е г ь : 
1. Двѣ призмы равны, когда имеюпів равныя основакіп и по 

две смежныя стороны соответственно равныя и одинаково рас-
положена!,ія, п о т о м у ч т о в ъ э т о м ъ с л у ч а е т р и г р а н н ы е у г л ы , 
з а к л ю ч е н н ы е м е ж д у э т и м и с т о р о н а м и , р а в н ы (§ 2 2 0 ) . 

2 . Дет призмы равны, когда имѣютв равныя основанія, по 
равной и одинаково расположеішоіі стороне и по равному дву-
гранному углу, заключенному между ними, п о т о м у ч т о в ъ э т о м ъ 
с л у ч а е и т р и г р а н н ы е у г л ы , с о о т в ѣ т с т в у ю щ і е э т и м ъ с т о р о н а м ъ 
и д в у г р а н н о м у у г л у , р а в н ы (§ 2211 

S 2 3 8 . 'Г к о г к м л . Две пирамиды равшл, когда ішіьютв рав-
ныя основннгя, по равной и одинаково расположенной стороне и 
по равному доуграниому углу, заключенному между шиш. 

с П о л о ж и м ъ ч т о в ъ п и р а м и -
д а х ъ SAB CUE и S,А,В ,С,І) ,Е, 
( ч е р т . 2 9 1 ) ABCDE=A,B,C,D ,Е,\ 
ASE —- A,S,F., и д в у г р . у гл . 
SAEU = д в у г . у г л S,A,E,U,; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о э т и 

г , п и р а м и д ы р а в н ы . 
Доказ. В л о ж и м ъ п и р а м и -

д у S,AtB,C,l),E, в ъ п и р а м и д у 
SABCDE т а к ъ , ч т о б ы о с н о в а н і я 

Черт. 291 . Ii р а в н ы я с т о р о н ы A S E и 
с о в п а л и , т о г д а р е б р а E,S, и E,ü, с о в м е с т я т с я с ъ р е б р а м и ES 
и ED, и т р и у г о л ь н и к ъ E,S,D, с о в п а д е г ь с ъ т р и у г о л ы і и к о м ъ ESD. 
П о д о б и ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , ч т о и д р у г і я с т о р о н ы 
с о в п а д у т ъ . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 
1. Две пирамиды равны, когда гг.шгогпв равныя основан/л и по 

дот смежныя стороны равныя и одинаково расположенном, п о т о -
т о м у ч т о в ъ э т о м ъ с л у ч а е и д в у г р а н н ы е у г л ы , з а к л ю ч е н н ы е 
м е ж д у о с п о в а н і е м ъ и этими с т о р о н а м и , р а в н ы (§ 2 2 0 ) . 
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2 . Две триуюлыѣгя пггрпмггды равны, когда имѣютв по три 
стороны соответственно ралныя и одинаково расположенный. 

3. Две триуголыши пира-ниды равны, когда имеютгг по равно. 
му двугранному углу, заключенному между двумя соответственно 
равными и одинаково расположенными сторонами. 

§ 2 3 9 . Е с л и ч р е з ъ к а к у ю н и б у д ь в е р ш и н у м н о г о г р а н н и к а п р о -
в е д е м ъ п л о с к о с т и , п р о х о д я і ц і я ч р е з ъ в с е е г о р е б р а , т о м н о г о -
г р а н н и к ъ р а з д ѣ л н т с я н а р я д ъ п и р а м и д ъ , к о т о р ы я б у д у т ъ и м ѣ т ь 
о б щ у ю в е р ш и н у и для к о т о р ы х ъ с т о р о н ы м н о г о г р а н н и к а б у -
д у т ъ с л у ж и т ь о с н о в а н і я м и . Т а к ъ к а к ъ в с я к а я п и р а м и д а мо-
ж е т ъ б ы т ь р а з д ѣ л е н а д і а г о и а л ы і ы м и п л о с к о с т я м и н а т р н у г о л ь -
н ы л п и р а м и д ы , т о и в с я к і і і м н о г о г р а н н и к ъ р а з д е л и т с я н а р я д ъ 
т р и у г о л ь н ы х ъ п и р а м и д ъ . 

К о г д а д в а м н о г о г р а н н и к а р а в н ы , т о о н и , о ч е в и д н о , м о г у т ъ 
б ы т ь р а з д ѣ л е и ы па о д и н а к о в ч и с л о с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы х ъ п 
о д и н а к о в о р а с п о л о ж е п н ы х ъ т р и у г о л ь н ы х ъ п и р а м и д ъ . Н а о б о -

р о т ъ , к о г д а д в а м н о г о г р а н н и к а р а з д е л я ю т с я па о д и н а к о в 
ч и с л о с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы х ъ и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е п н ы х ъ 
т р и у г о л ы ш х ъ п и р а м и д ъ , т о т а к і е м н о г о г р а н н и к и р а в н ы меж-
д у с о б о ю , п о т о м у ч т о они при в л о ж е н і н о д н а г о в ъ д р у г о й 
с о в м е с т я т с я . 

С и м м е т р и ч н ы е м н о г о г р а н н и к и . 
§ 24-0. Д в е т о ч к и Л H А, ( ч е р т . 2 9 2 ) н а з ы в а ю т с я с и м м е т р и ч -

В н ы м н о т н о с и т е л ь н о п л о с к о с т и МЛ', к о г д а л н н і я 
АЛ,, с о е д и н я ю щ а я и х ъ , п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 
э т о і і п л о с к о с т и и д е л и т с я е ю п о п о л а м ъ . 

Теорема. Если две точки Л и В ( ч е р т 2 9 2 ) . 
прямой AB симметрггчны относительно плоско-

Ч стн МЛ' двумя тоѵкамв Л, гг В, другой прямой 
1 А,И„ тп всякая точки С первой прямой иміьетв 

симметричную пгоч:-у на нт ірогі прямой. 
Доказ. С о е д и н и м ь т о ч к и . ! и В с ъ т о ч к а м и 

.1, И В, II п о л о ж и м ъ , ч т о п л о с к о с т ь , п р о х о д я -
в ' щ а я ч р е з ъ лппіи .1.1, и ВВ„ п е р е с е ч о т ъ п л о -

Черт. 2 9 2 . с к о с т ь Л//Ѵ н о лпніп PQ Е с л и и з ъ т о ч к и С 
о п у с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ н а п л о с к о с т ь MN. т о э т о т ъ п е р п е н -
д и к у л я р ъ о ч е в и д н о л е ж и т ъ в ъ п л о с к о с т и AB, , п о т о м у ч т о пло-
с к о с т ь A B , п е р п е н д и к у л я р н а к ъ п л о с к о с т и MN П о л о ж и м ъ , ч т о 
э т о т ъ п е р п е н д и к у л я р ъ п е р е с е ч о т ъ л н н і ю PQ в ъ т о ч к е О и и р о -
д о л ж е н і е е г о п е р е с е ч е т ъ лниі іо Л , В , в ъ т о ч к е С,. Т а к ъ к а к ъ ч е -
т ы р е у г о л ы ш к и APQB и A,PQB, при н а л о ж е н і и с о в п а д а ю т ъ , 
т о и з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о СО = С,О, т . е . ч т о С и С, т о ч к и 
с и м м е т р н ч и ы н . 

И такт , в с я к о й т о ч к е прямоі і AB с о о т в е т с т в у е т ъ с и м м е т р и ч -
н а я т о ч к а н а п р я м о й А , В , . 

Д в е п р я м ы я , к о т о р ы х ъ т о ч к и в з а и м н о с и м м е т р и ч н ы о т н о с и -
т е л ь н о н е к о т о р о й п л о с к о с т и , н а з ы в а ю т с я линія.ш симметрично 
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расположенными или п р о с т о симметричными линіями. И з ъ р а в е н -
с т в а д в у х ъ ч е т ы р ѳ у г о л ы ш к о в ъ APQB и AfiQB, с л е д у е т ъ , ч т о 
•IB*— А,В,\ э т о з н а ч и т ъ , ч т о раэстоянг'в двухв накихв нибудьто-
чекв ровняется разстоянію ихв симметричныхв точекв. 

§ 2 4 1 ТЕОРЕМА. Если три точки Л, В и С ( ч е р т 2 9 3 ) лежа-
щ/я на плоскости PQ, симметричны 
относительно плоскости MN тремв 
точкамв А, В, м С,, лежащимв на 
другой плоскости P,Q„ то всякая 
точка D первой плоскости имѣств 
симметричную точку на второй 
плоскости. 

Доказ. О п у с т и м ъ и з ъ т о ч к и D 
п е р п е н д и к у л я р ъ н а MN и п о л о -
ж и м ъ , ч т о п р о д о л ж е н і е е г о п е р е с е -
ч е т * п л о с к о с т ь Pß, в ъ т о ч к е D,. 
П л о с к о с т ь , п р о в е д е н н а я ч р е з ъ лн-
н і и М Л , n H D , , п е р п с н д п к у л я р н а к ъ 
п л о с к о с т и MN, р а в н о к а к ъ пло-
с к о с т ь , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ лииіи 

Черт. 293 . ВВ,и ССслѣдов. линія п е р е с ѣ ч е -
н ія Е Е , э т н х ъ д в у х ъ п л о с к о с т е й т а к ж е п е р п е н д и к у л я р н а к ъ MN 
(§ 2 0 9 с л ѣ д с т . 2 ) . Н о такт , к а к ъ линіи ВС и В fi, н м ѣ ю т ъ по д в ѣ 
с и м м е т р и ч н а т о ч к и В и в С и С,, т о э т и линіи, по п р е д ъ и д у щ е -
м у § , с и м м е т р и ч н ы я , и п о т о м у Ее=Е,е. І і с л ѣ д с т в і е э т о г о н л и н і и 
АЕ и / 1 , и м і п о щ і я т а к ж е по д в е с и м м е т р и ч н ы я т о ч к и : А и Л , , 
Е и Е„ с и м м е т р и ч н ы , и п о т о м у т о ч к и ß и ß „ л е ж а щ і я на э т и х ъ 
л и и і я х ъ , б у д у т ъ с и м м е т р и ч н ы м и т о ч к а м и . 

И т а к ъ в с я к о й т о ч к ѣ п л о с к о с т и PQ с о о т в е т с т в у е т - ! , с и м м е -
т р и ч н а я т о ч к а н а п л о с к о с т и P,Qr 

Д в е п л о с к о с т и , к о т о р ы х ъ т о ч к и в з а и м н о с и м м е т р и ч н ы о т н о -
с и т е л ь н о н ѣ к о т о р о й п л о с к о с т и , н а з ы в а ю т с я ^ ? лоскостями симме-
трично расположенными или п р о с т о симметричными плоскостями. 

§ 21-2. Е с л и с о е д п н и м т . м е ж д у с о б о ю т о ч к и А, В, С и Ü ( ч е р т . 
2 9 3 ) т а к ж е т о ч к и А„ В„ с, и D, и м ъ с и м е т р п ч п ы я , то т р и у г о л ь н и -
ки ABC и Aßfi,, и м ѣ ю щ і е т р и с о о т в е т с т в е н н о р а в п ы я с т о р о -
н ы , р а в н ы ; т а к ж е р а в н ы и т р и у г о л ь н и к и BCD и Bfi,D,\ с л е д о в , и 
ч е т ы р е у г о л ь н и к и ABl)С и A f i f i f i , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я , что в о о б щ е м н о -
г о у г о л ь н и к и , к о т о р ы х ъ в е р ш и н ы с у т ь в з а и м н о с и м м е т р и ч н ы я 
т о ч к и , р а в н ы м е ж д у с о б о ю , п о т о м у ч т о т а к і е м н о г о у г о л ь н и к и с о -
с т о я т ь н з ъ р а в н ы х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ . 

М н о г о у г о л ь н и к и , к о т о р ы х ъ в е р ш и н ы т о ч к и в з а и м н о с и м м е т р и ч -
н ы я о т н о с и т е л ь н о н е к о т о р о й п л о с к о с т и , н а з ы в а ю т с я много-
уголышкими симметрично расположенными, пли п р о с т о симметрич-
ными многоугольниками. 
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О ч е в и д н о , ч т о с и м м е т р и ч н ы е м н о г о у г о л ь н и к и л е ж а т ь в ъ с і ш е -
т р и Ч И Ы ХЪ II л о с к о с т я х ъ . 

§ 2 4 3 . М н о г о г р а н н и к и , к о т о р ы х ъ в е р ш и н ы с у т ь т о ч к и в з а и -
мно с и м м е т р и ч н ы я о т н о с и т е л ь н о н е к о т о р о й п л о с к о с т и , н а з ы -
в а ю т с я симметричными многогранниками, а п л о с к о с т ь , о т н о с и -
т е л ь н о к о т о р о й о н и с и м м е т р и ч н о р а с п о л о ж е н ы — плоскостью 
симметрігі. 

О ч е в и д н о , ч т о в с е с т о р о н ы д в у х ъ с и м м е т р и ч н ы х * м н о г о г р а н -
н и к о в * б у д у т ъ м н о г о у г о л ь н и к и с о о т в е т с т в е н н о с и м м е т р и ч н ы е , 
с л е д о в , и с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы е (§ 2 4 1 ; , и ч т о в с я к о й т о ч к е , 
в з я т о й н а п о в е р х н о с т и о д н а г о м н о г о г р а н н и к а , с о о т в е т с т в у е т ! 
в с е г д а с и м м е т р и ч н а я т о ч к а на п о в е р х н о с т и д р у г а г о . 

В с л е д с т в і е р а в е н с т в а с т о р о н ъ т е л е с н ы е у г л ы д в у х ъ с и м м е -
т р и ч н ы х * м н о г о г р а н н и к о в ! , б у д у т ъ с о с т а в л е н ы и з ъ п л о с к и х ъ 

у г л о в ъ с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы х ъ . 
П у с т ь б у д у т ъ S и S, ( ч е р т . 2 9 4 ) с и м м е -

т р и ч н ы я в е р ш и н ы д в у х ъ с и м м е т р и ч н ы х * 
м н о г о г р а н п и к о в ъ , MN п л о с к о с т ь с п м м е -
т р і и H п о л о ж и м ъ , ч т о SABCDE и 
S ^ ß f i f l f i , т е л е с н ы е у г л ы э т и х ъ м н о -
г о г р а н н и к о в * при т о ч к а х * S и S, и ч т о 
т о ч к и А„ ß , . С , , D„ Е, с и м м е т р и ч н ы 
т о ч к а м * Л , ß , С, Ü , Е . Е с л и в о о б р а -

7 з и м * п л о с к о с т ь ч р е з ъ липіи 5 Л и SC, т а к -
К ж е п л о с к о с т ь ч р е з ъ липіи 5.Л, IIS,C, т о , 

н о п р е д ъ и д у щ е м у , т р и у г о л ь н и к и ASB, 
ASC и CSB б у д у т ъ с о о т в е т с т в е н н о сим-
м е т р и ч н ы и р а в н ы т р и у г о л ь н и к а м ъ 
AtS,B„ Afifi, и т а к * ч т о т р н -
г р а п н ы е у г л ы SABC и 6 ' ,Л ,В ,С , б у д у т ъ с о -
с т а в л е н ы и з ъ с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы х ъ 
п л о с к и х * у г л о в ъ , и п о т о м у , по § 2 1 9 , 
д в у г р . у г л . SABC = д в у г . у г л . S ^ f l f i , . 

S , И з * э т о г о мы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о ев симме-
Черт. 294 . тричныхв многогранникахй двугранные углы 

соотвіьтстоенно равны. 
§ 2 4 4 . Е с л и д в а с и м м е т р п ч и ы х ъ м н о г о г р а н н и к а р а з д е л и м * п л о -

с к о с т я м и , п р о в е д е н н ы м и ч р е з ъ д в е с и м м е т р и ч н ы я в е р ш и н ы , н а 
ч е т ы р е г р а и н и к и , т о э т и ч е т ы г р а н н и к п по п а р н о с и м м е т р и ч н ы , 
п о т о м у ч т о и х ъ в е р ш и н ы в з а и м н о с и м м е т р и ч н ы я т о ч к и . Сле-
д о в . д в а с и м м е т р и ч н ы х * м н о г о г р а н н и к а м о г у т ъ б ы т ь в с е г д а р а з -
д е л е н ы иа о д и н а к о в ч и с л о с и м м е т р и ч н ы х * ч е т ы р е г р а н н п к о в ъ ; 
н а о б о р о т * , к о г д а д в а м н о г о г р а н н и к а р а з д е л я ю т с я н а о д и -
н а к о в ч и с л о по п а р н о с и м м е т р и ч н ы х * ч е т ы р е г р а н н п к о в ъ , т о т а -
к і е м н о г о г р а н н и к и с и м м е т р и ч н ы . 

§ 245. ТЕОРЕМА. Два четыреграннгша, которыхв стороны ео-
отвѣтственно равны, будучи или равны или симметричны. 
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Доказ. П у с т ь б у д е т ъ ПАВСічвр. 
2 9 5 ) к а к о й н и б у д ь ч е т ы р е г р а н -
н и к ъ и п о л о ж и м ъ , ч т о т р и у г о л ь -
н и к ъ abc р а в е н ъ т р н у г о л ы ш -
к у ЛВС, I I a т р и у г о л ь н н к ѣ abc 

.)<> м о ж н о п о с т р о и т ь т о л ь к о д в а 
ч е т ы р е г р а н п и к а , и м ѣ ю і ц и х ъ 
с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о р а в -
н ы « с т о р о н а м ъ ч е т ы р е г р а н -
н и к а 1)ЛВС, а и м е н н о ч е т ы -
р е г р а н н н к и ilabc и il,abc. 
Н о ч е т ы р е г р а н н и к и ВЛВС и 

Черт. 2 0 5 . dabo, п о § 2 3 8 с л ѣ д с т . 2 , р а в н ы 
м е ж д у с о б о ю . Ч т о к а с а е т с я д о ч е т ы р е г р а н п и к о в ъ ilabc и d.abc, 
т о н е т р у д н о у д о с т о в е р и т ь с я , ч т о о н и с и м м е т р и ч н ы о т н о с и т е л ь -
н о п л о с к о с т и abc. В ъ с а м о м ъ Д-ІІЛѢ, п у с т ь б у д е т ъ . V к а к а я н и -
б у д ь т о ч к а н а п о в е р х н о с т и ч е т ы р е г р а н п и к а dabo; о н у с т и м ъ и з ъ 
э т о й т о ч к и п е р п е н д и к у л я р ъ н а п л о с к о с т ь abc и п о л о ж и м ъ , ч т о 
о н ъ в с т р е ч а е т ъ э т у п л о с к о с т ь в ъ Р . а н р о д о л ж е н і е е г о в с т р Ь ч а е т ъ 
п о в е р х н о с т ь д р у г а г о ч е т ы р е г р а н п и к а в ъ М, И з ъ т о ч к и Р о н у -
с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ PQ н а л н н і ю о с и ч р е з ъ л н п і и ММ н 
PQ п р о в е д е м ъ п л о с к о с т ь , к о т о р а я п е р е с е к л а б ы с т о р о н ы dcà и 
d,ca по л н н і я м ъ MQ и M,Q. Т а к ъ к а к ъ т р и г р а н н ы е у г л ы ab de 
и abd,c с о с т а в л е н н ы й и з ъ р а в н ы х ъ п л о с к и х ъ у г л о в ъ , т о д в у -
г р а н н ы е и х ъ у г л ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы , и п о т о м у у г л ы MQP 
и M,QP. к а к ъ л и н е й н ы е у г л ы р а в н ы х ъ д в у г р а н и ы х ъ у г л о в ъ , 
р а в н ы м е ж д у с о б о ю . И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е 
т р и у г о л ь н и к и MPQ н M,PQ р а в н ы , и п о т о м у MP = MtP, а э т о 
з н а ч и т ъ , ч т о M и М , т о ч к и с и м м е т р и ч н ы м о т н о с и т е л ь н о пло-
с к о с т и abc. 

И т а к ъ в с я к о й т о ч к е ч е т ы р е г р а н п и к а dabo с о о т в е т с т в у е т ъ 
с и м м е т р и ч н а я т о ч к а н а ч е т ы р е г р а н н н к е d.abc. с л е д о в , эти д в а 
ч е т ы р е г р а н п и к а с и м м е т р и ч н ы . 

И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о в с я к і й ч е т ы р е г р а н н и к ъ м о ж е т ъ и м е т ь 
т о л ь к о о д п п ъ с и м м е т р и ч н ы й ч е т ы р е г р а н н и к ъ , а т а к ъ к а к ъ с и м -
м е т р и ч н ы е м н о г о г р а н н и к и с о с т о я т ь и з ъ с и м м е т р и ч н ы х - ! , ч е т ы р е -
г р а н п и к о в ъ , т о и в г н к п і м н о г о г р а н н и к ъ м о ж е т ъ и м е т ь т о л ь к о 
о д и н ъ с и м м е т р и ч н ы й м н о г о г р а н н и к ъ . 

§ 2 4 6 . К о г д а с и м м е т р и ч н ы е м н о г о г р а н н и к и р а с п о л о ж е н ы с и -
м е т р и ч н о о т н о с и т е л ь н о п л о с к о с т и с н м м е т р і и , т о они н а з ы в а ю т с я 
симметричными по положенію] в ъ д р у г и х ъ с л у ч а я х ъ — с и м м е т р и ч -
ными по виду. 

Е с л и п л о с к о с т ь р а з д е л я е т ъ м н о г о г р а н н и к ъ н а д в е ч а с т и с и м -
м с т р н ч н ы я о т н о с и т е л ь н о э т о й п л о с к о с т и , т о т а к а я п л о с к о с т ь 
н а з ы в а е т с я плоскостью симметріи. 

Е с т ь м н о г о г р а н н и к и , к о т о р ы е ІІМІІІОТЪ н е с к о л ь к о п л о с к о с т е й 
с и м м е т р и и п р я м а я п р и з м а и м ѣ е т ъ н о к р а й н е й м е р е о д н у пло-
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с к о с т ь с и м м е т р і н , а и м е н н о п л о с к о с т ь , р а з д е л я ю щ у ю б о к о в ы я 
р е б р а п о п о л а м ъ ; п р я м о у г о л ь н ы й и а р а л . і е л е и и п е д ъ и м ѣ е т ъ т р и 
п л о с к о с т и с и м м е т р і и , а и м е н н о п л о с к о с т и р а з д е л и ю щ і я б о к о в ы я 
р е б р а п о п о л а м ъ ; в ъ п р а в и л ь н о й п р и з м е и п р а в и л ь н о й п и р а м и -
д е в с я к а я п л о с к о с т ь , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ о с ь и ч р е з ъ р а д і у с ъ или 

а п о ѳ с м у о с п о в а н і я , е с т ы ! Л о с к о с т ь с и . м м е т р і и , п о т о м у 
.J ^ — — - ч т о ДІІЛИТЪ о с н о в а н і е п о п о л а м ъ (§ 1 2 6 СЛ-ІІДСТВ. 5 ) . 

X с / . / Е с л и м и о г о г р а і п ш к ъ н м е е г ь д в е п л о с к о с т и с и м -
м е т р и и т о линія п е р е с Ь ч е н і я и х ъ н а з ы в а е т с я осью 
симметрии. 

О с ь п р а в и л ь н о й п р и з м ы или п и р а м и д ы е с т ь 
т а к ж е о с ь с и м м е т р і и ; п р я м о у г о л ь н ы й п а р а л л е л е п и -

/ J " I X п о д ъ AB ( ч е р т 2 9 6 ) и м ѣ в т ъ т р и о с и с н м м е т р і и 
в ab, cd и ef, н р е д с т а в л я ю щ і я линіи н е р е с е ч е н і я 

Черт. 2 9 6 . т р е х ъ е г о п л о с к о с т е й с п м м е т р і и . 

§ 2 4 7 . Т к о г Е м Всякая діпгошГлышп плоскость ЛЕСС ( ч е р т . 
2 9 7 ) діьлитв параллелепипеда AG па дет 

(* трну/олыіып призмы AB CEFG и AD С EUG 
симметричный по виду. 

н Доказ. В о о б р а з н м ъ , ч т о т р и у г о л ь н ы я 
п р и з м ы ABCEFG и ADCEHG р а з д е л е -
н ы и з ъ т о ч е к ъ Е и С н а т р и у г о л ь н ы я 
п и р а м и д ы . О ч е в и д н о , ч т о к а ж д а я п р и з м а 
р а з д е л и т с я н а т р и т р и у г о л ь н ы я п и р а -
миды, к о т о р ы я и м ѣ ю т ъ с о о т в е т с т в е н н о 

Черт. 297 . р а в н ы я с т о р о н ы ; н о т а к ъ к а к ъ эти п и р а -
м и д ы н е м о г у т ъ б ы т ь с о в м е щ е н ы , т о о н и с и м м е т р и ч н ы ($> 2 4 5 ) , 
и п о т о м у и с а м ы я т р и у г о л ь н ы я п р и з м ы с и м м е т р и ч н ы . 

§ 24-8. С и м м е т р і я по в и д у и по п о л о ж е н і ю в с т р е ч а е т с я в е с ь -
ма ч а с т о в ъ п р о н з в е д е п і я х ъ п р и р о д ы и и с к у с т в а . Т е л о п о ч т и 
в с ѣ х ъ ж и в о т н ы х ъ с о с т о и т ъ и з ъ д в у х ъ с и м м е т р и ч н ы х ъ ч а с т е й . 
Р а с т и т е л ь н о е . ц а р с т в о н р е д с т а в л я с т ъ з а м е ч а т е л ь н ы е п р и м е р ы 
с и м . ч е т р і и : п о ч т и к а ж д ы й ц в е т о к ъ и м ѣ е т ъ п о к р а й н е й м е р е о д н у 
п л о с к о с т ь с и м м е т р і и . 

М е ж д у к а ж д ы м ъ п р е д м е т о м ъ и е г о и з о б р а ж е п і е м ъ в ъ з е р к а -
л е е с т ь к а ж у щ а я с я с и м м е т р і м н о в и д у и п о л о ж е н і ю . 

В ъ п р о и з в е д е н і я х ъ и с к у с с т в а мы в с т р - Ь ч а е м ъ с н м м е т р і ю н а п р . 
м е ж д у ч а с т я м и п р а в и л ь н а г о з д а н і я , м о с т а , к о р а б л я , п о ч т и в с е й 
н а ш е й м е б е л и и д р . 

П р а в и л ь н ы е м н о г о г р а н н и к и . 

§ 2 4 9 . Правильными многограіши омг н а з ы в а е т с я м н о г о г р а н -
н и к ъ , к о т о р а г о в с е р е б р а , с т о р о н ы , и л о с к і е , д в у г р а н н ы е и т е -
л е с н ы е у г л ы р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

И з ъ р а в е н с т в а с т о р о н ъ , р е б р ъ и п л о с к и х ъ у г л о в ъ с . г к д у е т ъ , 
ч т о с т о р о н ы п р а в и л ь н а г о м н о г о г р а н н и к а с у т ь п р а в и л ь н ы е м н о -
г о у г о л ь н и к и , р а в н ы е м е ж д у с о б о ю . 
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С т о р о н а п р а в и л ь н а г о м н о г о г р а н н и к а н е м о ж е т ъ и м е т ь болі іе 
п я т и в е р ш и н ъ . В ъ с а м о м ъ дѣ .гі і , т а к ъ к а к ъ к а ж д ы й т ѣ л е с н ы і і 
у г о л ъ с о с т о и т ъ , по к р а й н е й м е р е , и з ъ т р е х ъ п л о с к и х ъ у г л о в ъ , 
к о т о р ы х ъ с у м м а м е н ѣ е id, а у г о л ъ п р а в и л ь н а г о ш е с т и у г о л ы ш -

і , 
ка р а в е н ъ - ^ - d , т о о ч е в и д н о , ч т о и з ъ п р а в и л ь н ы х ъ ш е с т и -
у г о л ь н и к о в ъ , A ТІІМЪ б о л ѣ е и з ъ п р а в и л ь н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , 
и м ѣ ю щ п х ъ б о л ь ш е е ч и с л о с т о р о н ъ , н е л ь з я с о с т а в и т ь п р а в и л ь -
н ы й м н о г о г р а н и н к ъ . П р а в и л ь н ы е м н о г о г р а н н и к и м о г у т ъ б ы т ь 
с о с т а в л е н ы т о л ь к о н з ъ р а в н о с т о р о н н н х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ , к в а -
д р а т о в ъ и п р а в и л ь н ы х ъ п я т и у г о л ь н и к о в ъ . 

И з ъ р а в н о с т о р о н н н х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ м о ж н о о б р а з о в а т ь т р и 
п р а в и л ь н ы х ъ м н о г о г р а н н и к а : 

1 ) Правильный ѵетыреірanilines или тетраедрв ( ч е р т . 2 9 8 ) , 
Черт. 2 9 8 . Черт. 2 9 9 . Черт. 301 . и м ѣ ю щ і й і с т о р о н ы , 6 

р е б р ъ и 4' т р и г р а н н ы х ъ 
у г л а . 

2 ) Правильный осми-
граиникв или октаедръ 
( ч е р т . 2 9 9 ) , нмѣ іо іц ій 8 
с т о р о н ъ , 1 2 р е б р ъ и G 
ч е т ы р е г р а и н ы х ъ у г л о в ъ . 

3) Правильный двадца-
тигриншш или икосаедрв 
( ч е р т . 3 0 0 ) , и м ѣ ю щ і й 2 0 
с т о р о н ъ , 3 0 р е б р ъ и 1 2 
П л т и г р а н п ы х ъ у гл о в ъ . 

М н о г о г р а н н ы й у г о л ъ , 
с о с т о я і ц і н и з ъ р а в н о с т о -
р о н н н х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ 

Черт. 3 0 2 . н е м о ж е т ъ и м е т ь б о л ѣ е 
п я т и п л о с к и х ъ у г л о в ъ , п о т о м у ч т о к а ж д ы й и з ъ н и х ъ р а в е н ъ 
-g- d и с у м м а ш е с т и т а к и х ъ у г л о в ъ р а в н а id. 

И з ъ к в а д р а т о в ъ м о ж н о о б р а з о в а т ь т о л ь к о о д и н ъ п р а в и л ь -
н ы й м н о г о г р а н и н к ъ : 

4 ) Правильный шестиграннике или эисаедрв т. е. кубв ( ч е р т . 3 0 1 ) , 
н м ѣ ю щ і й 0 с т о р о н ъ , 1 2 р е б р ъ и 8 т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ . 

И з ъ п р а в и л ь н ы х ъ п я т и у г о л ь н и к о в ъ т а к ж е м о ж е т ъ б ы т ь с о с т а -
в л е н ъ т о л ь к о о д и н ъ п р а в и л ь н ы й м н о г о г р а н н и к ъ : 

5 ) Правильный двѣнадцатшранникв или додскаедрв ( ч е р т . 3 0 2 ) , 
и м ѣ ю щ і й 1 2 с т о р о н ъ , 3 0 р е б р ъ и 2 0 т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ . 

И т а к ъ п р а в и л ь н ы х ъ м н о г о г р а н н и к о в * ! , м о ж е т ъ б ы т ь т о л ь к о 
п я т ь : т е т р а е д р ъ , э к с а е д р ъ , о к т а е д р ъ , д о д е к а е д р ъ и и к о с а е д р ъ ; 

П р а в и л ь н ы е м н о г о г р а н н и к и н ч ѣ ю т ъ в е с ь м а в а ж н о е з н а ч е н і е 
в ъ к р и с т а л л о г р а ф і и . 

Черт. 3 0 0 . 

— 2 2 5 — 

Черт. 3 0 4 . 

Черт. 3 0 5 . Черт . 3 0 G . 

К р о м е п р а в и л ь н ы х ъ м н о -
г о г р а н н и к о в ! , в с т р е ч а ю т с я 
при и з у ч е н і и к р и с т а л л о в ъ 

^ н е к о т о р ы е м н о г о г р а н н и к и , 
" н е у д о в л е т в о р я ю щ і е у с л о -

в і я м ъ п р а в и л ь н а г о м н о г о -
г р а н н и к а , н о п р е д с т а в л я ю -
щ і е , т ѣ м ъ н е м е п ѣ е , н е к о -
т о р у ю п р а в и л ь н о с т ь по н а -
р у ж н о м у в и д у , т а к о в ы : 
1 . Октаедрв, с о с т о я щ і й и з ъ 
д в у х ъ п р а в и л ь н ы х ъ и р а в -
н ы х ъ п и р а м н д ъ с ъ к в а д р а т -
п ы м ъ о с и о в а и і е м ъ ( ч е р 3 0 4 ) . 

2 . Триуюльный додскаедрв, 
с о с т о я і ц і й и з ъ д в у х ъ п р а -
в и л ь н ы х ъ и р а в н ы х ъ J1II-

р а м и д ъ с ъ п р а в и л ь н ы м ; , ш е с т и у г о л ь н ы м ъ о с п о в а п і с м ъ ( ч е р т . 306). 
3 . Ромбоидальный додекаедрв, с о с т о я щ і й и з ъ 1 2 р а в н ы х ъ ром-

бовт , ( ч е р т . 3 0 5 ) . 1 

4 . Трапщоедрв, к о т о р а г о 2 4 с т о р о н ы с у т ь р а в н ы е ч е т ы р е у г о л ь -
н и к и , н а з ы в а е м ы е в ъ к р и с т а л л о г р а < м и т р а п е ц о і д а м и ( ч е р т . 3 0 3 ) . 

П о д о б і е м н о г о г р а н н и к о в * 

n ^ L 2 5 0 ' Д п а ч е т ы Р е г Р а ш ' н к а , которыхъ двугранные углы со-
n l S ™ « ' " 0 Р а В П Ы " ° Д И " а , ; о и о Расположены, называются 

П у с т ь б у д у т ъ SABC и OLMN ( ч е р т . 3 0 7 ) д в а п о д о б н ы х ъ ч е -
т ы р е г р а н и н к а . В с л ѣ д с т в і е р а в е н с т в а 
д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ и т р н г р а п н ы е 
и х ъ у г л ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы 
(§ 2 2 3 ) , а и з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , 
ч т о и п л о с к і ѳ у г л ы с о о т в е т с т в е н -
н о р а в н ы . 

Е с л и ж е н а р о б р а х ъ SB и SC 
,М о т л о ж и м ъ ч а с т и S .1 , = OL, SB, = О.Ч 

и SC, = ОIV, т о с о с т а в и т с я ч е т ы -
р е г р а н н и к ъ SA,D,C7„ к о т о р а г о с т о -
р о н ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы с т о р о -

Іерт. 307 . н а м ъ ч е т ы р е г р а и н и к а OLMN, и п о -
т о м у эти ч е т ы р е г р а н и и к н р а в н ы м е ж д у с о б о ю (§ 2 3 8 с . г Ь д с т в . 2 ) . 

Л л £ і с т ш е З Т 0 Г 0 ' ф и г р а н и ы е у г л ы С . и і Ѵ р а в н ы , а п о т о м у ^ Л . С S= 
T S ß И ^ - ß f i £ = Z.MNO = <LBCS- это з н а ч и т ъ , ч т о 

лиши А,с, H С,В, с о о т в е т с т в е н н о п а р а л л е л ь н ы л и н і я м ъ АС и СВ 
с л е д о в , и п л о с к о с т и А , В , С , и ABC п а р а л л е л ь н ы м е ж д у с о б о ю . 

И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ : 

15 
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1 . С х о д с т в е н и ы я р е б р а п о д о б н ы х ъ ч ѳ т ы р е г р а н н и к о в ъ п р о -
п о р ц і о н а л ь н ы м е ж д у с о б о ю и о т н о с я т с я к а к ъ в ы с о т ы ( § 2 3 3 ; . 

2 . С х о д с т в е н и ы я с т о р о н ы п о д о б н ы и ш о щ а д н и х ъ о т н о с я т с я 
к а к ъ к в а д р а т ы с х о д с т в е н н ы х ъ р е б е р ъ . 

3 . П л о щ а д и с х о д с т в е н н ы х ъ с т о р о н ъ и р о п о р ц і о н а л ы ш м е ж -
д у с о б о ю . 

§ 2 5 1 . Т Е о т ЕМ л . Два четырегранпика подобны, когда ггмеютв 
по одной подобной сторонѣ и по три двгугранныхв угла, прилежа-
щихвкв iiolt, соотеіьтственші равшлхв и одинаково расположенных^. 

П о л о ж и м ъ , ЧТО ВЪ ч е т ы р е г р а п п и - . 
к а х ъ S AB С a OLMN ( ч е р . 3 0 7 ) т р и -
у г о л ь н и к и ABC и LMN п о д о б н ы и п р и -
л е ж а н и е д в у г р а н н ы е у г л ы с о о т в е т -
с т в е н н о р а в н ы и о д и н а к о в о р а с п о -
л о ж е н ы ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о д в у -
г р а п п ы е у г л ы с о о т в е т с т в е н н о р а в -

W н ы м е ж д у с о б о ю . 
Доказ. О ч е в и д н о , ч т о т р н г р а п н ы е 

у г л ы А н / , р а в н ы , п о т о м у ч т о и м ѣ ю т ъ 
н о р а в н о м у п л о с к о м у у г л у , з а к л ю ч е н -

4 c F . 307 н о м у м е ж д у д в у м я с о о т в е т с т в е н н о 
р а в н ы м и и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е н н ы м и д в у г р а н н ы м и у г л а м и - _ " - ) . 
1 ' а в и ы м ъ о б р а з о м ъ т р и г р а н н ы е у г л ы В и С р а в н ы т р н г р а н -
н ы м ъ у г л а м ъ M и Л'. И з ъ р а в е н с т в а ж е т р и г р а н н ы х ъ у г л о в ъ с л е -
д у е т ъ р а в е н с т в о д в у г р а н и ы х ъ у г л о в ъ . 

§ 252. ТЕОРЕМА. Два четырегранпика подобны, когда имеютв 
по равному двугранному углу, заключенному между двумя соответ-
ственно подобными и одинаково расположенными сторонами. 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ ч е т ы р е г р а н н и к а х ъ SABCu OLMN ( ч е р т . 3 0 / ; 
д в у г р . у гл. CASH = д в у г р . у гл . NLOM, Ù.ASB ~ tsLOM и 
Л Л $ С ~ Ù.LON-, т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о эти ч е т ы р е г р а и н и к н 
п о д о б н ы . 

Доказ. Т р н г р а п н ы е у г л ы А и L р а в н ы , п о т о м у ч т о и м е ю т ъ 
п о р а в н о м у д в у г р а н н о м у у г л у , з а к л ю ч е н н о м у м е ж д у д в у м я с о -
о т в е т с т в е н н о р а в н ы м и и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е н н ы м и п л о с к и м и 
у г л а м и (§ 2 2 1 ) . П о т о й ж е п р и ч и н е р а в н ы и т р и г р а н н ы е у г л ы А 
и О . И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , ч т о д в у г р а н н ы е у г л ы , п р н л е ж а щ ю к ъ 
т р и у г о л ы і и к у ASB, р а в н ы д в у г р а н н ы м ъ у г л а м ъ , п р и л е ж а щ и м ъ к ъ 
т р и J г о л ы ш к у LOM; а т а к ъ к а к ъ эти д в у г р а н н ы е у г л ы о д и н а к о в о 
р а с п о л о ж е н ы , т о ч е т ы р е г р а и н и к н SABC и OLMN, п о п р е д ъ -
и д у щ е м у п о д о б н ы 

§ 253. ТЕОРЕМА. Два ѵетырегрантгка подобны, когда имеютв 
по' три подобиыхв и одинаково расположенныхв стороны. 

П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ ч е т ы р е г р а н н и к а х ъ S ABC и OLMN (чер. 3 0 7 ) 
т р и у г о л ы ш к и AS В, BSC и С5Д с о о т в е т с т в е н н о п о д о б н ы т р и -
у г о л ы ш к а м ъ LOM, MON и NOL п о д и н а к о в о с ъ н и м ъ р а с п о л о -
ж е н ы ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о эти ч е т ы р е г р а и н и к н п о д о б н ы . 

Доказ. О ч е в и д н о , ч т о т р и г р а н н ы е у г л ы S и О р а в н ы , п о т о -
м у ч т о с о с т а в л е н ы и з ъ р а в н ы х ъ и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е п н ы х ъ 
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п л о с к и х ъ у г л о в ъ ( § 2 2 0 ) ; с л е д . д в у г р . у г о л ъ BS АС = д в у г р . 
у г л у MOLN, и п о т о м у ч е т ы р е г р а и н и к н S А ВС н OLMN и м е я по 
р а в н о м у д в у г р а н н о м у у г л у , з а к л ю ч е н н о м у м е ж д у д в у м я с о о т в е т -
с т в е н н о п о д о б н ы м и с т о р о н а м и , п о п р е д ъ и д у щ е м у § , п о д о б н ы . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж с н і я с л е д у е т ъ , ч т о е с л и ч е т ы р е г р а н н и к ъ 
ЬАНС ( ч е р т . 3 0 7 ) п е р е с е ч е м ъ п л о с к о с т ь ю А,В,С,, п а р а л л е л ь н о ю 
о с н о в а н и е ABC, т о о т с е ч е н н ы й ч е т ы р е г р а ш ш к ъ SA ПС, б ѵ д е т ъ 
п о д о б е н ъ в с е м у ч е т ы р е г р а н н и к у . 

§ 2 5 4 . Д в а м н о г о г р а н н и к а , с о с т о я щ і е и з ъ о д и н а к а г о ч и с л а п о -
д о б н ы х ъ и п о д о б н о р а с п о л о ж е п н ы х ъ ч е т ы р е г р а ш ш к о в ъ , н а з ы -
в а ю т с я подобными. 

О ч е в и д н о , ч т о в ъ п о д о б н ы х ъ м н о г о г р а н н и к а х ъ д в у г р а н н ы е 
у г л ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е н ы . 

Теорема. Вв подобныхв многогранникахг еходстоенныя сторо-
ны подобны. 

Доказ. П о д о б н ы е м н о г о г р а н н и к и с о с т о я т ь и з ъ п о д о б н ы х ъ 
ч е т ы р е г р а ш ш к о в ъ ; с л е д о в , с х о д с т в е н и ы я с т о р о н ы р а з д е л я т с я 
н а т р и у г о л ь н и к и в з а и м н о п о д о б н ы е и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е н -
н ы е , а п о т о м у э т н с т о р о н ы б у д у т ъ м н о г о у г о л ы н і к н с о о т в е т -
с т в е н н о п о д о б н ы е . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж о н і я с л е д у е т ъ . ч т о в ъ п о д о б н ы х ъ м н о г о -
р а н н и к а х ъ : 

1 . Сходственные многогранные углы равны, п о т о м у ч т о о н и с о -
с т а в л е н ы и з ъ с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы х ъ и о д и н а к о в о р а с п о л о -
ж е п н ы х ъ п л о с к и х ъ и д в у г р а н и ы х ъ у г л о в ъ . 

2 . Сходственныл ребра и діагонали пропорг^ональны 
3. Сходствениыя стороны относятся какв коадрапгн сходстоен-

ныхв ребер в. 
4.. Поверхности относятся какв квадраты сходстве,шыхвреберв. 
§ 2;>5. ТЕОРЕМА. Дот пирамиды подобны, когда ихв оснооангя 

подобгши онѣ пмгыотв по двгь смежныхв стороны, соответствен-
но подобныхв и одинаково расгголоогсенныхв. 

4 П о л о ж и м ъ , ч т о в ъ п и р а м и д а х ъ SABCDE и 

sabede ( ч е р т . 3 0 8 ) м н о г о у г о л ь н и к ъ ABCDE 
п о д о б е н ъ м н о г о у г о л ь н и к у abode, т р и у г о л ь 

j . н и к ъ AS В—триу г о л ы ш к у asb и т р и у г о л ь -
Ъ. н и к ъ BSC-—трнуголыпіку й«с; т р е б у е т с я д о -

/ Д \ \ К А З А Т Ь » ЧТО ЭТИ п и р а м и д ы п о д о б н ы . 
с I J d C ï f Д ° к а э - П р о в о д я д і а г о л ь н ы я п л о с к о с т и , 

1 5 с > Â S 1 ) » a s c , and н а х о д и м ъ , ч т о ч е т ы р е -
Б D 6 г р а н н и к и S ABC и sabc п о д о б н ы , п о т о м у ч т о 

Черт. 3 0 8 . и м е ю т ъ по т р и с о о т в е т с т в е н н о п о д о б н ы х ъ 
и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е п н ы х ъ с т о р о н ы , а и м е н н о с т о р о н ы с о -
с т а с т а в л я ю щ і я т р и г р а н н ы е у г л ы В и b ( § 2 5 3 ) . 

И з ъ п о д о б і я э т и х ъ ч е т ы р е г р а ш ш к о в ъ с л е д у е т ъ , ч т о д в у г р . у т л . SACD = д в у г . у г л . sacd, а т а к ъ к а к ъ с т о р о н ы , з а к л ю ч а ю щ і я эти д в у г р а н н ы е у г л ы с о о т в е т с т в е н н о п о д о б н ы и о д и н а к о в о р а с п о л о ж е н ы , т о ч е т ы р е г р а и н и к н SACD и .med т а к ж е п о д о б н ы . 

15* 
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Такимъ же образомъ д о к а з ы в а е т с я подобіе д р у г и х ъ ч е т ы р е -
г р а н н и к о в ъ . 

И з ъ этого предложенія слѣдуетъ , что если пирамиду пере-
с ѣ ч с м ъ плоскостью параллельной основанію, т о о т с ѣ ч е п н а я 
пирамида б у д е т ъ подобна все і і иирамидѣ . 

§ 2 5 0 . ТЕОРЕМА. Двѣ пирамиды подобны, когда ихв основанія 
подобны и онѣ имгьютг, по одной сходственной апорогчь подобной 
и одинаково наклоненной к s основанию. 

Положимъ, что в ъ гіарамидахъ S ABCDE и sabcde ( ч е р т . 3 0 8 ) 
многоугольникъ ABCDE подобепъ многоугольнику abcde, т р и -

у г о л ь н и к ъ ASB—триугольнику ash, и ч т о 
д в у г р . угл. 5 Л В С = д в у г р . у г л . sähe; т р е -
б у е т с я доказать , что эти пирамиды п о д о б н ы . 

Доказ. П р о в е д я діагоналыіыя плоскости 
, ( . S C , ASD il asc, asd, н а х о д и м ъ , что че-
тырегранники SABC и sabc подобны, по-
тому что имѣштъ по равному д в у г р а н н о -
му у г л у , заключенному между двумя по-

н -=а е — ^ добными и одинаково расположенными сто-
Чсрт. Н08. ронами ( § 2 5 2 ) . И з ъ этого с л ѣ д у е т ъ , что 

триугольники BSC и bsc подобны, а потому пирамиды S ABCDE 
и tabede, по п р е д ъ и д у щ е м у §, подобны. 

Г Л А В А I V . 

Измѣреніе о б ъ е м о в ъ т ѣ л ъ . 

ОБЪЕМЪ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА, ПРИЗМЫ И ПИРАМИДЫ. ОВЪЕМЫ подошіыхъ 
МІЮГОГРАШШКОВЪ. ЗАДАЧИ. 

О б ъ е м ъ п а р а л л е л е п и п е д а , п р и з м ы и п и р а м и д ы . 

§ 2 5 7 . П р о с т р а н с т в о , з а н и м а е м о е к а к и м ъ - н и б у д ь т ѣ -
л о м ъ , н а з ы в а е т с я е г о объемомъ. И з м ѣ р и т ь о б ъ е м ъ к а к о г о -
н и б у д ь т ѣ л а з н а ч и т ъ с р а в н и т ь е г о с ъ т ѣ л о м ъ , о б ъ е м ъ 
к о т о р а г о и р и н я т ъ з а е д и н и ц у . З а е д и н и ц у о б ъ е м о в ъ 
п р и н и м а ю т ъ к у б ъ , к о т о р а г о и з м ѣ р е н і я с у т ь л и н е й н ы я 
е д и н и ц ы . Т а к о й к у б ъ н а з ы в а е т с я кубической единицею. 
Т а к ъ н а п р . е с л и з а л и н е й н у ю е д и н и ц у п р и н и м а е м ъ ф у т ъ , 
т о е д и н и ц е ю о б ъ е м о в ъ б у д е т ъ к у б и ч е с к і й ф у т ъ , т . е . 
к у б ъ , к а ж д о е р е б р о к о т о р а г о р а в н я е т с я о д н о м у ф у т у . 

Д в а т ѣ л а , и м ѣ ю щ і я р а в н ы е о б ъ е м ы , н а з ы в а ю т с я рав-
новеликими. 
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§ 2 5 8 . Т Е О Р Е М А . Объемы двухъ прнмоуюльныхъ па-
раллелепипедовъ, имѣющихъ одинакое основаніе, отностпсн 
между собою какъ высоты. 

П о л о ж и м ъ , ч т о AG и 4 І Ѵ ( ч е р т . 3 0 9 ) с у т ь д в а п р я м о у -
в Н г о л ь н ы х ъ п а р а л л е л е п и п е д а , и м ѣ ю щ и х ъ о б -

, й щ е е о с н о в а н і е А С ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
1 AG _АЕ 

AN ~ АѴ 
Доказ. Р а з с м о т р и м ъ д в а с л у ч а я : 

с 1-й случай. П о л о ж и м ъ , ч т о в ы с о т ы АЕ и 
Чсрт.зоа. A L с о и з м е р и м ы и о б щ а я м ѣ р а с о д е р ж и т с я 

m р а з ъ в ъ АЕ и п р а з ъ в ъ AL, т а к ъ ч т о — = - Е с л и 
AL п 

ч р е з ъ т о ч к и д ѣ л е н і я л и н і и АЕ в о о б р а з и м ъ п л о с к о с т и , 
п а р а л л е л ь н ы я о с и о в а н і ю , т о п а р а л л е л е п и п е д ы AG и AN 
р а з д ѣ л я т с я н а m и п п р я м о у г о л ь н ы х ъ п а р а л л е л е п и п е д о в ъ , 

р а в н ы х ъ м е ж д у с о б о ю ( § 2 2 7 ) ; с л ѣ д о в . ~ г = ~ и „ 0 -
AN п ' 

AG АЕ 
Т TN=JL-

2-й случаи. П о л о ж и м ъ , ч т о в ы с о т ы АЕ и AL ( ч е р . 3 1 0 ) 
Д в у х ъ п а р а л л е л е п и п е д о в ъ AG и Л І Ѵ н е -

\ F \ 

ч ч 
M 

\ 

AG 
н е м о ж е т ъ б ы т ь н и м е н ь ш е н и б о л ь ш е 

АЕ 
о т н о ш е ш я — . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ е с л и 

Черт. 3 1 0 . A G . A E 

AN ÄL' Т 0 в л 1 ѣ с т о A L в ° з ь м е м ъ б о л ь -

ш у ю л и н і ю А х , т а к ъ ч т о б ы ~ = ~ Р а з д ѣ л и м ъ л и -

н і ю АЕ н а т а к о е ч и с л о р а в н ы х ъ ч а с т е й , ч т о б ы к а ж д а я 
ч а с т ь б ы л а м е н ь ш е Lx, т о г д а , по к р а й н е й м ѣ р ѣ , о д н а 
и з ъ т о ч е к ъ д ѣ л е н і я у п а д е т ъ м е ж д у L и а.-; п о л о ж и м ъ , 



X 
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Л ч т о Q е с т ь т а к а я т о ч к а . В о о б р а з и в * 
б с ч р е з ъ 0 п л о с к о с т ь QR п а р а л л е л ь н у ю о с -

п о в а н і ю , с о с т а в и м * п а р а л л е л е п и п е д * AR, 
к о т о р а г о в ы с о т а с о и з м ѣ р и м а с * в ы с о т о ю 
п а р а л л е л е п и п е д а AG, с л ѣ д о в . , п о п р е д * -

к 

Черт. 3 1 0 . 

^с и д у щ е м у , и м ѣ е м * 

AG _ АЕ 
AR АО' 

Е с л и э т у п р о п о р ц і ю р а з д ѣ л и м * н а д о п у щ е н н у ю нами 
AG АЕ 

пропорцпо — — , т о п о л у ч и м ъ пропорцио 
A І\ А X 

AN _ Ах 
AR АО' 

AN Ах 
к о т о р а я и е в ѣ р н а , п о т о м у ч т о < 4 , а > 1 . 

. AG ЛЕ 
И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о п р е д п о л о ж е ш е 

н е с п р а в е д л и в о . 
П о д о б н ы м ъ лее о б р а з о м ъ м о ж н о о б н а р у ж и т ь н е с п р а -

. AG^AE . г 
в е д л и в о с т ь п р е д п о л о я і е ш я а и з ъ э т о г о с л ѣ д у -

AG 
етъ' 410

 AN'' 
АЕ 
AL 

§ 2 5 9 . Т Е О Р Е М А . Объемы двухъ прл.моугольпыхъ парал-
( q . R g j. & леліпипедовъ 

\7І илѣющихъ ра-
вныя высоты, 

относится 
какъ площади 
,«278 основангй. 

П о л о ж и м ъ , 

Ч е р т Т з і І . * ' , Т 0 П Р Я М ° У -

г о л ь н ы е п а р а л л е л е п и п е д ы A G и LS ( ч е р т . 3 1 1 ) и м ѣ ю т ъ 
р а в п ы я в ы с о т ы АЕ и LQ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
AG _ ABCD 
TS ~ LMNP' 
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Доказ. В о о б р а з и м ъ п р я м о у г о л ь н ы й п а р а л л е л е п и п е д * 
ад, к о т о р ы й и м ѣ е т * т у ж е в ы с о т у , к а к ъ п а р а л л е л е п и п е -
ды AG и LS, но в ъ к о т о р о м ъ ab = AB и 6 с — MN. Е с л и 
в ъ п а р а л л е л е п и п е д а х ъ AG и ад п р и м е м ъ п р я м о у г о л ь н и к и 
AF и af з а о с н о в а и і я , и з а м ѣ т и м ъ , ч т о эти п р я м о у г о л ь -
н и к и , по п о с т р о е н и й , р а в н ы , т о ( § 2 5 8 ) . 

AG _ ВС 
ад be 

Е с л и ж е в ъ п а р а л л е л е п и п е д а х ъ LS и ад п р и м е м ъ и р я -
ы о у г о л ь н и к и MS и Ьд з а о с н о в а п і я , и з а м ѣ т и м ъ , ч т о э т и 
п р я м о у г о л ь н и к и , по п о с т р о е н і ю , р а в н ы , то 

ад ab 
LS ~ LM 

У м н о ж и в * э т у п р о п о р ц і ю н а п р е д ъ и д у щ у ю , н а й д е м ъ 
AG _ ВС. ab 
LS - be. LM 

Н о т а к ъ к а к ъ , п о п о с т р о е н і ю , ab =z AB и be — MN, 
т о п р о и з в е д е н і я ВС .ab и be € LM в ы р а ж а ю т * п л о щ а д и 
о с н о в а н і й ABCD и LMNP, с л ѣ д о в . 

AG ABCD 
LS - LMNP' 

§ 2 6 0 . Т Е О Р Е М А . Объемы двухъ прнмоуюльныхъ парал-
лелепипедовъ, иміыощгіхъ разныя основанья и высоты, от-
носятся какъ произведенья площадей основангй на высоты. 

П о л о ж и м ъ , ч т о п а р а л л е л е п и п е д ы Р и Р , и м ѣ ю т ъ о с н о -
в а н і я м и b и bt, а в ы с о т а м и h и Л, ; т р е б у е т с я , д о к а з а т ь , ч т о 

Р _ b.h 
Р, ~ ь л х 

Доказ. В о о б р а з и м ъ т р е т і й п а р а л л е л е п и п е д ъ Q , к о т о -
р ы й и м ѣ л ъ б ы о с н о в а н і е b и в ы с о т у Л , , т о г д а ( § § 2 5 8 , 2 5 9 ) 

P__h_ Q_ _ b_ 
Q - ht" Р, - б/ 
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У м н о ж й в ъ э т и л в ѣ п р о п о р ц і и , н а й д е м ъ 
Р^ _ ЬД^ 
P , - b , А / 

§ 2 6 1 . TE О РЕ M А. Объемъ прямоугольною параллелепипеда 
равняется произведении площади его основаніл на высоту. 

Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы й п а р а л л е л е п и п е д ъ 
Р и м ѣ е т ъ о е н о в а н і е b и в ы с о т у h, и п у с т ь б у д е т ъ Q 

к у б и ч е с к а я е д и н и ц а . П о п р е д ъ и д у щ е м у § и м ѣ е м ъ 
(J 1 . 1 

а т а к ъ к а к ъ Q п р и н и м а е т с я з а е д и н и ц у , т о P = b. h. 
Э т о з н а ч и т ъ , ч т о ч и с л о к у б и ч е с к и х ъ е д и н и ц ъ , з а к л ю ч а -
ю щ и х с я в ъ о б ъ е м ѣ п р я м о у г о л ь н а г о п а р а л л е л е п и п е д а , р а в -
н я е т с я п р о и з в е д е н і ю ч и с е л ъ , в ы р а ж а ю щ и х ъ в ы с о т у и п л о -
щ а д ь е г о о с н о в а н і я . П р е д л о ж е н і е э т о о б ы к н о в е н н о в ы р а -
ж а е т с я т а к ъ : о б ъ е м ъ п а р а л л е л е п и п е д а р а в н я е т с я п р о и з -
в е д е н а е г о о с н о в а н і я н а в ы с о т у . 

Е с л и ч р е з ъ А и з о б р а з и м ъ в ы с о т у п р я м о у г о л ь н а г о п а -
р а л л е л е п и п е д а , а ч р е з ъ / и m д в а д р у г и х ъ и з м ѣ р е н і я е г о , 
т о I . m б у д е т ъ п л о щ а д ь о с н о в а н і я , с л ѣ д . 

P - h. I. т. 

т . е . объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равняется 
произведет/о трехъ его измѣреній. 

^ ^ ^ ^ П о л о ж и м ъ н а п р . , ч т о в ы с о -
т а B E п р я м о у г о л ь н а г о п а р а л -
л е л е п и п е д а CD ( ч е р т . 3 1 2 ) 
с о д е р ж и т ъ п я т ь е д и н и ц ъ , а д в а 
д р у г і я е г о и з м ѣ р е н і я AB и ВС 
с е м ь и т р и е д и н и ц ы , т о г д а 

Ч е р т . 3 1 2 . в о б ъ е м ъ е г о б у д е т ъ р а в н я т ь с я 

5 . 7 . 3 = 1 0 5 к у б и ч е с к и м ъ е д и н и ц а м ъ . I l e т р у д н о у д о с т о -
в е р и т ь с я в ъ с п р а в е д л и в о с т и э т о г о в ы в о д а , п р о в е д я ч р е з ъ 
т о ч к и д ѣ л е н і я к а ж д о й и з ъ т р е х ъ л и н і й BE, AB и ВС 
п л о с к о с т и , п а р а л л е л ь н ы я д в у м ъ д р у г и м ъ л и и і я м ъ : в е с ь 

/ / / S S / л. 
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п а р а л л е л е п и п е д ъ р а з д ѣ л и т с я н а 1 0 5 р а в н ы х ъ к у б о в ъ , и з ъ 
к о т о р ы х ъ к а ж д ы й п р е д с т а в и т ъ к у б и ч е с к у ю е д и н и ц у . 

О ч е в и д н о , ч т о о б ъ е м ъ к у б а , к о т о р а г о р е б р о е с т ь а, 
р а в н я е т с я а э ; в с л ѣ д с т в і е э т о г о т р е т ь я с т е п е н ь к а к о г о -
н и б у д ь к о л и ч е с т в а н а з ы в а е т с я к у б о м ъ . ( * ) 

И з ъ с к а з а н н а г о с л ѣ д у е т ъ : е с л и о т н о ш е н і е д в у х ъ 

л и н е й н ы х ъ е д и н и ц ъ « и b е с т ь т, т . е . —=т т о о т -
b 

н о ш е н і е т ѣ х ъ ж е к у б и ч е с к и х ъ е д и н и ц ъ б у д е т ъ т 3 ; 

э т о з н а ч и т ъ : о т и о ш е н і е к у б и ч е с к и х ъ е д и н и ц ъ р а в н я е т с я 
т р е т ь е й с т е п е н и о т н о ш е н і я л и н е й н ы х ъ е д и н и ц ъ . Т а к ъ 
н а п р . о т н о ш е н і е д в у х ъ л и н е й н ы х ъ е д и н и ц ъ : ф у т а и д ю й -
м а , е с т ь 1 2 ; о т н о ш е н і е ж е к у б и ч е с к а г о ф у т а к ъ к у б и ч е -
с к о м у д ю й м у б у д е т ъ 12 3 = 1728, т . е . к у б и ч е с к і й ф у т ъ 
с о д е р ж и т ъ 1728 к у б и ч е с к и х ъ д ю й м о в ъ . 

Н а э т о м ъ о с н о в а н о р а з д р о б л е н і е к у б и ч е с к и х ъ е д и н и ц ъ . 

§ 2 6 2 . Т Е О Р Е М А . Параллелепипеды, имѣющіе общее 

Ч— S & основапгс и равныя вы-
Ж соты, равновелики. 

П о л о ж и м ъ , ч т о п а р а л -
л е л е п и п е д ы AN и AG 
( ч е р т . 3 1 3 ) и м ѣ ю т ъ о д и -

л н а к о е о с н о в а н і е А С 
Черт . 3 1 3 . и р а в н ы я в ы с о т ы ; т р е -

б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о э т и п а р а л л е л е п и п е д ы р а в н о в е л и к и . 

Li 

( * ) Знаменитая в ъ д р е в н о с т и задача удвиеніе куба с о с т о и т ъ 
в ъ опредѣленіи куба , объемъ котораго былъ бы в д в о е болѣе 
объема даннаго куба . Е с л и ч р е з ъ а означимъ р е б р о даннаго 

куба , а ч р е з ъ х—ребро искомаго, то х э = 2 а ' и о т с ю д а х=а\/ 2 . 
Слѣдов. ребро искомаго куба з а в и с и т ъ отъ ирраціональ-



— 120. — 

•Q Доказ. З а м ѣ т и в ъ , ч т о 
/ J ^ в е р х н і я о с н о в а н і я . ' І , І Ѵ и 

EG д в у х ъ п а р а л л е л е п и -
п е д о в ъ л е ж а т ъ в ъ о д -
н о й п л о с к о с т и , п о л о -

£ в ж и м ъ , в о п е р в ы х ъ , ч т о 
Черт. 313. л и н і и . Е Я и . F G с у т ь п р о -

д о л ж е н і я л и н і й LP и MN, т. е . , ч т о б о к о в ы я с т о р о н ы АР 
и АН л е ж а т ъ в ъ о д н о й п л о с к о с т и , т а к ж е к а к ъ и б о к о в ы я 
с т о р о н ы BN и BG и л и , ч т о о б а п а р а л л е л е п и п е д а з а к л ю -
ч е н ы м е ж д у д в у м я п а р а л л е л ь н ы м и п л о с к о с т я м и АН и BG. 

ГІе т р у д н о у д о с т о в е р и т ь с я н а л о ж е н і е м ъ , ч т о т р и у г о л ь -
н ы я п р и з м ы MBFLAE и NCGPDH р а в н ы . В ъ с а м о м ъ 
д ѣ л ѣ , п а р а л л е л о г р а м м ы AM и DN, а т а к ж е AF и DG, р а в -
н ы , к а к ъ п р о т и в у п о л о ж н ы я с т о р о н ы п а р а л л е л е п и п е д а , 
д в у г р а н н ы е ж е у г л ы МВАЕ и NCDH, с о с т а в л е н н ы е п л о -
с к о с т я м и с о о т в е т с т в е н н о п а р а л л е л ь н ы м и , о ч е в и д н о р а в н ы 
п о т о м у ч т о и х ъ л и н е й н ы е у г л ы р а в н ы м е ж д у с о б о ю 
( § 2 0 8 ) . И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о е с л и п р и з м у NCGPDH 
в л о ж и м ъ в ъ п р и з м у MBFLAE т а к ъ , ч т о б ы р е б р о DC с о в -
п а л о с ъ р е б р о м ъ AB и д в у г р а н н ы й у г о л ъ NCDH—съ д в у -
г р а н н ы м ъ у г л о м ъ МВАЕ, т о п а р а л л е л о г р а м м ъ DG с о в л а -
д е т ь с ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ъ AF и п а р а л л е л о г р а м м ъ DN 
с ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ъ A M ; с л ѣ д о в . и с а м ы я п р и з м ы с о в -
м е с т я т с я . Е с л и о т ъ в с е г о м н о г о г р а н н и к а MADG о т н и м е м ъ 
п р и з м у NCGPDH, т о о с т а н е т с я п а р а л л е л е п и п е д ъ AN; 
е с л и о т ъ т о г о ж е м н о г о г р а н н и к а о т н и м е м ъ р а в н у ю п р и з м у 
MBFLAE, т о о с т а н е т с я п а р а л л е л е п и п е д ъ AG. О т с ю д а м ы 
з а к л ю ч а е м ъ , ч т о п а р а л л е л е п и п е д ы AN и AG р а в н о в е л и к и . 

П о л о ж и м ъ , в о в т о р ы х ъ , ч т о п а р а л л е л е п и п е д ы AN и 

ной величины \ / 2 , которой нельзя п о с т р о и т ь с ъ помощію Г е -
омѳтріи Евклида, т е . с ъ помощію циркуля и линейки, а по-
тому г е о м е т р и ч е с к о е у д в о е н і ѳ куба е с т ь задача невозможная. 
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R ' s F G AG ( ч е р т . 3 1 4 ) , и м ѣ ю щ і е 
о д и н а к о в о с н о в а н і е А С и 
р а в н ы я в ы с о т ы , н е з а к л і о -
ч а ю т с я м е ж д у д в у м я п а р а л -

л е л ь н ы м и п л о с к о с т я м и . 
П р о д о л ж и в ъ ПЛОСКОСТНАЯ 
BG, CP, BL и EG, с о -

Черт . 314.. с т а в и м ъ т р е т і й п а р а л л е -
л е п и п е д ъ ABCDQRST, к о т о р ы й и м е е т ъ о б щ е е о с н о в а -
n i e и о д и н а к у ю в ы с о т у с ъ п а р а л л е л е п и п е д а м и AN и AG 
и з а к л ю ч а е т с я , к а к ъ с ъ п е р в ы м ъ т а к ъ и с о в т о р ы м ъ , 
м е ж д у п а р а л л е л ь н ы м и п л о с к о с т я м и . И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , 
ч т о о н ъ р а в н о в е л и к ъ к а к ъ п а р а л л е л е п и п е д у AN т а к ъ и 
п а р а л л е л е п и п е д у AG, а п о т о м у п а р а л л е л е п и п е д ы AN и 
AG р а в н о в е л и к и м е ж д у с о б о ю . 

§ 2 6 3 . Т Е О Р Е М А . Объемъ всякаго параллелепипеда ра-
вняется произведеиію оскованія па высоту. 

О з н а ч и м ъ п л о щ а д ь о с н о в а н і я к а к о г о - н и б у д ь п а р а л л е -
л е п и п е д а ч р е з ъ Ь, в ы с о т у е г о ч р е з ъ h и о б ъ е м ъ ч р е з ъ 
V; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о V— Ъ. h. 

Доказ. В о о б р а з и в ъ п р я м о у г о л ь н ы й п а р а л л е л е п и п е д ъ , 
и м е ю щ і й т о ж е о с н о в а н і е и т у a t e в ы с о т у , з а к л ю ч а е м ъ , 
н а о с н о в а н і и п р е д ъ и д у щ а г о § , ч т о э т и д в а п а р а л л е л е -
п и п е д а р а в н о в е л и к и ; а т а к ъ к а к ъ о б ъ е м ъ п р я м о у г о л ь и а г о 
п а р а л л е л е п и п е д а р а в н я е т с я b. h (§ 26T) , т о Ѵ—Ь. h. 

§ 2 6 4 . , Т Е О Р Е М А . Всякая наклонная призма равнове-
лика прямой призмгь, которой высота равняется бо-
ковому ребру наклонной призмы , a основаніс — равно 
сіьченію перпендикулярному къ боковымъ ребрамъ наклон-
ной призмы. 
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№ 

П о л о ж и м ъ , ч т о ABCDEFGHIK ( ч е р . 3 1 5 ) , 
е с т ь н а к л о н н а я п р и з м а . Е с л и н а р е б р ѣ 
AF и н а п р о д о л ж е н і и е г о в о з ь м е м ъ т а к і я 
д в ѣ т о ч к и Ii и X , ч т о б ы RF = LA и л и 
LH — AF, И п р о в е д е м ъ ч р е з ъ т о ч к и R и 
L п л о с к о с т и RSTUV и LMNPQ п е р -
п е н д и к у л я р н ы я к ъ б о к о в ы м ъ р е б р а м ъ , 
т о с о с т а в и т с я п р я м о у г о л ь н а я п р и з м а 

о LMNPQRSTUV, к о т о р о й в ы с о т а RL р а в -
н я е т с я б о к о в о м у р е б р у FA н а к л о н н о й 
п р и з м ы , a о с н о в а н і е LMNPQ е с т ь с ѣ ч е -

Черт. s i s . н ' е п е р п е н д и к у л я р н о е к ъ б о к о в ы м ъ р е б -
р а м ъ н а к л о н н о й п р и з м ы ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о п р и з -
м ы ABCDEFGHIK и LMNPQRSTUV р а в н о в е л и к и . 

Доказ. З а м ѣ т и м ъ , ч т о в ъ м н о г о г р а н н и к а х ъ ]ІН и LC 
с т о р о н а BSTUV р а в н а с т о р о н е LMNPQn с т о р о н а FGHIK 
р а в н а с т о р о н ѣ ABCDE К р о м ѣ т о г о б о к о в ы я р е б р а и х ъ 
с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ л и н і и CH и AF, 
к а к ъ п а р а л л е л ь н ы я з а к л ю ч е н н ы я м е ж д у п а р а л л е л ь н ы м и 
п л о с к о с т я м и , р а в н ы ; т а к ж е р а в н ы и л и н і и TN и RL. Н о 
т а к ъ к а к ъ AF=LR, т о HC=TN. И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ , 
ч т о HT = CN. П о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ д о к а з ы в а е т с я 
р а в е н с т в о д р у г и х ъ б о к о в ы х ъ р е б е р ъ м н о г о г р а н н и к о в ъ 
RH и LC. 

В л о ж и м ъ т е п е р ь м н о г о г р а н и н к ъ RH в ъ м н о г о г р а н н и к ъ 
LC т а к ъ , ч т о б ы с т о р о н а WSTUV с о в п а л а с ъ с т о р о н о ю 
LMNPQ. Т а к ъ к а к ъ б о к о в ы я р е б р а с о о т в е т с т в е н н о р а в -
н ы и п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ п л о с к о с т и LP, т о они т а к ж е 
с о в п а д у т ъ , и п о т о м у м н о г о г р а н н и к ъ RH с о в м е с т и т с я с ъ 
м н о г о г р а н н и к о м ъ LC. 

Е с л и к ъ м н о г о г р а н н и к у ADUR п р и б а в и м ъ ч а с т ь RH, 
т о п о л у ч и м ъ н а к л о н н у ю п р и з м у AB CD EFG ІІІК, а е с л и к ъ 
т о м у ж е м н о г о г р а н н и к у ADUR п р и б а в н м ъ ч а с т ь LC, т о 
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п о л у ч и м ъ п р я м у ю п р и з м у LMNPQRSTUV; и з ъ э т о г о с л е -
д у е т ъ , что н а к л о н н а я и прямая п р и з м ы р а в н о в е л и к и . 

§ 2 6 5 . Т Е О Р Е М А . Всякій параллелепипедъ дѣлитсп 
діагопальпою плоскостью па догь раапооеликія 

а триуюлыіыя прѵзлш. 
П о л о ж и м ъ , ч т о ABCDEFGH (черт. 3 1 6 ) е с т ь 

к к а к о й - н и б у д ь п а р а л л е л е п и п е д ъ и AEGC д іа -
г о н а л ь н а я п л о с к о с т ь ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
п р и з м ы ADCEHG и ABCEFG р а в н о в е л и к и . 

Доказ. П у с т ь б у д е т ъ LMNP с е ч е н і е , п е р -
Чорт. 316. п е н д и к у л я р н о е к ъ б о к о в ы м ъ р е б р а м ъ п а р а л л е -

л е п и п е д а . В с л е д с т в і е п а р а л л е л ь н о с т и и р о т и в у п о л о ж н ы х ъ 
с т о р о н ъ п а р а л л е л е п и п е д а LM || PN и LP || MN, а п о т о м у 
ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ LMNP б у д е т ъ п а р а л л е л о г р а м м ъ и с л е д . 
т р и у г о л ь н и к и LNP и LMN р а в н ы м е ж д у с о б о ю . И з ъ э т о -
го с л е д у е т ъ , ч т о д в е п а к л о н и ы я т р и у г о л ь н ы я п р и з м ы , на 
к о т о р ы я р а з д е л я е т с я п а р а л л е л е п и н е д ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у § , 
р а в н ы д в у м ъ п р я м ы м ъ п р и з м а м ъ , и м е ю щ и м ъ о д и н а к у ю 
в ы с о т у АЕ и р а в н ы я о с н о в а н і я LMN и LNP; а т а к ъ к а к ъ 
п р я м ы я п р и з м ы с ъ р а в н ы м и о с н о в а н і я м и и р а в н ы м и в ы -
с о т а м и р а в н ы ( § 2 2 7 ) , т о д в е н а к л о и п ы я т р и у г о л ь н ы я 
п р и з м ы ABCEFG и ADCEHG р а в н о в е л и к и . 

§ 2 6 6 . Т Е О Р Е М А Объемъ триуюлыю'и призмы рап-
ь няегпел пр лізоедеиію ея осііовапія m высоту. 

Доказ. П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч е р т . 3 1 7 ) . 
к а | ! а я н и б у д ь т р и у г о л ь и а я п р и з м а . Д о п о л н и в ъ 
т р и у г о л ь н и к ъ A B C до п а р а л л е л о г р а м м а А М В С и 
п о с т р о и в ъ н а д ъ э т и м ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ъ п а -
р а л л и л е п и п е д ъ AMBCDLEF, н а й д е м ъ , по п р е д ъ -
и д у щ е м у § , ч т о т р и у г о л ь н а я п р и з м а ABCDEF 

Черт. 317. е с т ь п о л о в и н а э т о г о п а р а л л е л е п и п е д а ; а т а к ъ 
к а к ъ о б ъ е м ъ п а р а л л е л е п и п е д а р а в н я е т с я п р о и з в е д е н і ю о с -
н о в а н і я АМВС на в ы с о т у п р и з м ы , то о б ъ е м ъ п р и з м ы 

D 
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ABCDEF б у д е т ъ р а в н я т ь с я п о л о в и н ѣ п р о и з в е д е н і я п а р а л -
л е л о г р а м м а АШВС н а в ы с о т у п р и з м ы ; н о п о л о в и н а п а р а л -
л е л о г р а м м а А М В С е с т ь т р и у г о л ь н и к ъ A B C , с л ѣ д . о б ъ е м ъ 
т р и у г о л ь н о й п р и з м ы р а в н я е т с я п р о и з в е д е н і ю ' е я о с н о в а -
н і я н а в ы с о т у . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 

1 . О б ъ е м ъ п р я м о й т р и у г о л ь н о й п р и з м ы р а в н я е т с я 
п р о и з в е д е н і ю е я о с н о в а н і я н а б о к о в о е р е б р о . 

2. О б ъ е м ъ н а к л о н н о й т р и у г о л ь н о й п р и з м ы р а в н я е т с я 
п р о и з в е д е ш ю п е р п е н д и к у л я р н а г о к ъ е я р е б р а м ъ с ѣ ч е н і я 
н а б о к о в о е р е б р о е я . 

§ 2 6 7 . Т Е О Р Е М А . Объемъ всякой многоугольной призмы 
равняется произведеиію ея основаиія па высоту. 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ в с я к а я м н о г о у г о л ь н а я п р и з м а м о -
и : е т ъ б ы т ь р а з д ѣ л е н а д і а г о н а л ь н ы м и п л о с к о с т я м и н а т р и -
у г о л ь н ы я п р и з м ы , и м ѣ ю щ і я о д и н а к у ю с ъ н е й в ы с о т у , 
с у м м а ж е о с н о в а и і й э т и х ъ п р и з м ъ р а в н я е т с я о с н о в а н і ю 
м н о г о у г о л ь н о й п р и з м ы , т о з а к л ю ч а е м ъ , ч т о о б ъ е м ъ м н о -
г о у г о л ь н о й п р и з м ы р а в н я е т с я с у м м ѣ т р и у г о л ь н и к о в ъ , 
с о с т а в л я ю щ и х ъ е я о с н о в а н і е , у м н о ж е н н о й н а в ы с о т у , т . е . 
п р о и з в е д е н і ю е я о с н о в а н і я н а в ы с о т ы . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 

1 . О б ъ е м ъ п р я м о й п р и з м ы р а в н я е т с я п р о и з в е д е н і ю 
е я о с н о в а н і я н а б о к о в о е р е б р о . 

2 . О б ъ е м ъ н а к л о н н о й п р и з м ы р а в н я е т с я н р о и з в е д е и і ю 
п л о щ а д и п е р п е н д и к у л я р н а г о с ѣ ч е н і я н а р е б р о . 

3 . О б ъ е м ы д в у х ъ п р и з м ъ о т н о с я т с я м е ж д у с о б о ю к а к ъ 
п р о и з в е д е н і я о с н о в э н і й н а в ы с о т ы . 

4 . О б ъ е м ы п р и з м ъ , и м ѣ ю щ и х ъ р а в н ы я в ы с о т ы , о т н о -
с я т с я к а к ъ п л о щ а д и о с н о в а н і й . 

5 . О б ъ е м ы п р и з м ъ , и м ѣ ю щ и х ъ р а в и о в е л и к і я о с н о в а н і я , 
о т н о с я т с я к а к ъ в ы с о т ы . 
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§ 2 6 8 . Т Е О Р Е М А . Двѣ триугольныя пирамиды, имѣю-
щія равновелшсіп основания и 
равныя высоты, равновелики. 

П о л о ж и м ъ , ч т о т р и у г о л ь -
н ы я п а р а м и д ы S AB С и PLMN 
( ч е р т . 3 1 8 ) и м ѣ ю т ъ р а в н о в е -
л и к і я о с н о в а ш я ABC и LMN 
и о д и н а к у ю в ы с о т у , р а в н у ю 

S A ; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
, м э т и п и р а м и д ы р а в н о в е л и к и . 

Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о о с -
н о в а ш я д в у х ъ п и р а м и д ъ н а -

Черт. 3 1 8 . х о д я т с я в ъ о д н о й п л о с к о с т и . 
П у с т ь э т и п и р а м и д ы н е р а в н ы , н а п р . п е р в а я б о л ь -

ш е в т о р о й , и п у с т ь р а з н о с т ь м е ж д у н и м и б у д е т ъ Р , 
т а к ъ ч т о SABC—PLMN=P. П р е д с т а в и м ъ к о л и ч е с т в о 
Р в ъ в и д ѣ г і р о и з в е д е н і я п л о щ а д и т р и у г о л ь н и к а A B C 
н а н ѣ к о т о р у ю в е л и ч и н у h, т . е . п о л о ж и м ъ P = ABC. h, 
и р а з д ѣ л и м ъ в ы с о т у S A н а с т о л ь к о р а в н ы х ъ ч а с т е й 
SG, GF, FE, ЕА, ч т о б ы калсдая ч а с т ь б ы л а м е н ѣ е h. 
Е с л и ч р е з ъ т о ч к и д ѣ л е н і я G, F, Е п р о в е д е м ъ п л о -
с к о с т и , п а р а л л е л ь н ы я о с н о в а н і я м ъ п а р а м и д ъ , т о э т и 
п л о с к о с т и п е р е с ѣ к у т ъ п и р а м и д ы п о т р и у г о л ы ш к а м ъ 
с о о т в ѣ т с т в е н н о р а в н о в е л и к и м ъ , п о т о м у ч т о э т и т р и -
у г о л ь н и к и , по § 2 3 4 , п р о п о р ц і о и а л ь н ы о с н о в а н і я м ъ 
ABC и LMN, а э т и о с н о в а н і я , по п о л о ж е н н о , р а в н о -
в е л и к и . В о о б р а з н м ъ н а д ъ т р и у г о л ы ш к а м и в ъ ' п и р а м и -
д ѣ SABC р я д ъ в ы х о д я щ и х ъ п р и з м ъ т, mt, т2, та и 
н а д ъ т р и у г о л ы ш к а м и в ъ п и р а м и д ѣ PLMN р я д ъ в х о д я -
щ и х ъ п р и з м ъ п, п,, п}. И з ъ п о с т р о е н і я в и д н о , ч т о 
SABC < m - + - m, mî - + - т3 и PLMN > п 

В ы ч и т а я и з ъ п е р в а г о н е р а в е н с т в а в т о р о е , н а х о д и м ъ 

SABC — PLMN(m и - да, -t-- m,-t-m3)—(n ч - n, -+- п.,); 
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Но п р и з м ы т3 и п2, и м ѣ ю -
щ і я р а в н ы я о с н о в а н і я и р а в -
н ы я в ы с о т ы , р а в н о в е л и к и ; п о 
т о й ж е п р и ч и н ѣ р а в н о в е л и к и 
и п р и з м ы тп2 и п{, т § к ж е 
п р и з м ы яг , и п. С л ѣ д о в . , с о -
к р а т и в ъ , н а х о д и м ъ и з ъ п р е д ъ -
и д у щ а г о н е р а в е н с т в а 

м SABC — PLMN < m; 
a т а к ъ к а к ъ m—ABC. АЕ, т о 
SABC — PLMN < ABC. АЕ. 

Черт. 318. Но р а з н о с т ь SABC—PLNM 

м ы о з н а ч и л и ч р е з ъ Р, или ч р е з ъ ABC. h; с л ѣ д о в . 
ABC .h,< ABC. АЕ. 

С о к р а т и в ъ н а A B C , п о л у ч и м ъ І і < ^ А Е , ч т о п р о т и в -
н о п о л о ж е н і ю . И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о п и р а м и д ы SABC 
и PLMN р а в н о в е л и к и . 

§ 2 6 9 . Т Е О Р Е М А . Триугольнап пирамида есть треть 

1 

и 
N с 

Ys' 

равновеликое основаніе и 
равную высоту. 

П о л о ж и м ъ , ч т о т р и -
у г о л ь н а я п и р а м и д а PLMN 
и т р и у г о л ь н а я п р и з м а 

Чорт 319 ABCEFG ( ч е р т . 3 1 9 ) и м ѣ -
ю т ъ р а в н о в е л и к і я о с н о в а н і я LMN и A B C и о д и н а к у ю в ы -

I 
с о т у GO; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о P L M N — - ^ - ABCEFG. 

Доказ. П р о в е д я в ъ п р п з м ѣ ABCEFG п л о с к о с т и AGB 
и EGB, р а з д ѣ л и м ъ е е н а т р и т р и у г о л ь н ы я п и р а м и д ы 
GABC, GAEB и BGEF. Т а к ъ к а к ъ т р и у г о л ь н и к и LMN 
и A B C , по н о л о ж е н і ю , р а в н о в е л и к и и в ы с о т ы д в у х ъ 
п а р а м и д ъ PLMN и G ABC р а в н ы , т о э т и п а р а м и д ы , 
по п р е д ъ и д у щ е м у § , р а в н о в е л и к и . П о т о й ж е п р и ч и н ѣ 
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р а в н о в е л и к и и п а р а м и д ы PLMN и В FEG. Е с л и ж е п р и -
м е м ъ т р и у г о л ь н и к ъ BEF з а о с н о в а н и е и т о ч к у G з а 
в е р ш и н у п и р а м и д ы BEFG, т р и у г о л ь н и к ъ ЛЕВ з а о с н о -
в а ш е и т о ч к у G з а в е р ш и н у п и р а м и д ы GAEB, то о ч е -
в и д н о , ч т о э т и д в ѣ п и р а м и д ы , и м ѣ я р а в н ы я о с н о в а н і я 
и р а в н ы я в ы с о т ы , б у д у т ъ т а к ж е р а в н о в е л и к и . 

О т с ю д а м ы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о п р и з м а ABCEFG с о е т о и т ъ 
и з ъ т р е х ъ п и р а м и д ъ р а в н ы х ъ м е ж д у с о б о ю и р а в н о в е л и -
к и х ъ п и р а м и д ѣ PLMN; с л ѣ д о в . п и р а м и д а PLMN е с т ь 
т р е т ь я ч а с т ь п р и з м ы ABCEFG. 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о объемъ всякой 
триугольной пирамиды равняете,і трети произведенія en 
основаніп на высоту. 

§ 2 7 0 . Т Е О Р Е М А . Объемъ многоугольной пирамиды 
равняется одпойтретипроизведснін ея основаніяпа высоту. 

Доказ. Т а к ъ к а к ъ в с я к а я м н о г о у г о л ь н а я п и р а м и д а м о -
ж е т ъ б ы т ь р а з д ѣ л е н а д і а г о н а л ь н ы м и п л о с к о с т я м и н а 
т р и у г о л ь н ы я п и р а м и д ы , и м ѣ ю щ і я о д и н а к у ю с ъ н е ю в ы -
с о т у , с у м м а ж е о с н о в а н і й э т и х ъ п а р а м и д ъ р а в н я е т с я 
о с н о в а ш ю м н о г о у г о л ь н о й п и р а м и д ы , т о о б ъ е м ъ м н о г о -
у г о л ь н о й п и р а м и д ы р а в н я е т с я о д н о й т р е т и с у м м ы т р и -
у г о л ь н и к о в ъ , с о с т а в л я ю щ и х ъ ея о с н о в а н і е , у м н о ж е н -
н о й н а в ы с о т у , т . е . о д н о й т р е т и п р о и з в е д е н а е я о с н о -
в а н ія н а в ы с о т у . 

И з ъ э т о т о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ : 

1 . В с я к а я п и р а м и д а е с т ь т р е т ь п р и з м ы , и м ѣ ю щ е й с ъ 
н е й р а в н у ю в ы с о т у и р а в н о в е л и к о е о с н о в а н і е . 

2 . О б ъ е м ы д в у х ъ п и р а м и д ъ о т н о с я т с я к а к ъ п р о и з в е -
д е п і я и х ъ о с н о в а н і й н а в ы с о т ы . 

3 . О б ъ е м ы д в у х ъ п и р а м и д ъ с ъ р а в н ы м и в ы с о т а м и о т -
н о с я т с я к а к ъ и х ъ о с н о в а н і я . 

16 
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і . О б ъ е м ы д в у х ъ п и р а м и д ъ с ъ р а в н о в е л и к и м и о с и о -
ваиіями о т н о с я т с я к а к ъ и х ъ в ы с о т ы . 

§ 2 7 . 1 . Т Е О Р Е М А Объемъ усеченной тприушьпой пира-
миды равняется суммгь объемовъ трехъ 
триуголныхъ пирамидъ, нм/ыощихъ'Ъы-
соту общую съ усѣченной пирамидою, а 
основа ni Я', первая — нижнее, вторая— 

В верхнее основаніе усеченной пирамиды, 
а третья — среднее пропорціонам,ное 
между ними. 

т р г . о , . . П у с т ь б у д е т ъ ABCDEF ( ч е р т . 3 2 0 ) 
у с е ч е н н а я т р и у г о л ь н а я пирамида; т р е б у е т с я д о к а з а т ь , 
что о н а р а в н а с у м м ѣ т р е х ъ п и р а м и д ъ одинакой с ъ н е ю 
в ы с о т ы , о с и о в а н і я м и к о т о р ы х ъ б у д у т ъ т р и у г о л ь н и к и 
ABC, DEF и с р е д н і й п р о п о р ц і о н а л ь н ы й м е ж д у ними. 

Доказ. П р о в е д я п л о с к о с т и AFB и DFB, р а з д ѣ л я е м ъ 
у с е ч е н н у ю пирамиду н а т р и т р и у г о л ь н ы я пирамиды 
F ABC, Ii DEF и FAD В, и з ъ к о т о р ы х ъ п е р в ы я д в е и м ѣ ю т ъ 
в ы с о т у о б щ у ю с ъ у с е ч е н н о й пирамидою, a о с н о в а н і я м и — 
н и ж н е е и в е р х н е е о с н о в а н і я у с е ч е н н о й пирамиды. 

П р о в е д я в ъ п л о с к о с т и ADFC линію FG параллельно 
линіи AI), с о с т а в и м ъ пирамиду GABD, и м е ю щ у ю о д и -
н а к о в о с н о в а н і е AD В с ъ т р е т ь е ю пирамидою F A BD, 
и р а в н у ю с ъ н е й в ы с о т у , п о т о м у что в е р ш и н ы F и G 
л е ж а т ъ н а л и н і и , п а р а л л е л ь н о й п л о с к о с т и ADB; с л е д о в , 
эти п и р а м и д ы р а в н о в е л и к и . П р и н и м а я т р и у г о л ь н и к ъ 
ABG з а о с н о в а н і е и т о ч к у D з а в е р ш и н у пирамиды 
GABD, з а к л ю ч а е м ъ , ч т о т р е т ь я и з ъ п и р а м и д ъ , н а к о т о -
рый р а з д е л и л а с ь у с е ч е н н а я , р а в н о в е л и к а п и р а м и д е , 

1 и м е ю щ е й в ы с о т о ю в ы с о т у у с е ч е н н о й пирамиды , и 
о с н о в а н і е м ъ т р и у г о л ь н и к ъ GAB. Т р и у г о л ь н и к ъ GAB 
е с т ь с р е д и і й п р о п о р ц і о н а л ь н ы й м е ж д у т р и у г о л ь н и к а -

* ми ABC и DEF. В ъ с а м о м ъ д е л е , т а к ъ к а к ъ т р и у г о л ь -
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н и к и ABC и ABG имѣютъ о б щ у ю в е р ш и н у В и р а з л и ч н ы я 

о с н о в а н і я АС и AG, т о ^ ^ = — ГСиі • , ч 
ABG AG ^ с л ѣ д с т в і е 4 ) . 

З а м е т и в ъ п р и т о м ъ , ч т о в ъ т р и у г о л ь н и к а х ъ GAB и FDE 
у г л ы М и D р а в н ы ( § 1 9 9 ) и AG = DF ( § 3 7 ) , н а -
х о д и м ъ ( « 14 .8 ) : AJG = AGAB_AI} 

9 ' DEF DF.DE ~ DE ' 1акъ какъ 

т р и у г о л ь н и к и АВСп DEF п о д о б н ы т о ^ L = AÇ_~AC 
DE DF~ AG' 

ABG DEF 

Е с л и о з н а ч и м ъ в ы с о т у у с е ч е н н о й пирамиды ч р е з ъ Я 
н и ж н е е и в е р х н е е о с н о в а н і я е я ч р е з ъ В и Ь, то 
о б ъ е м ъ е я в ы р а з и т с я ч р е з ъ 

jj 

3 " ( 5 + 4 + ѴЩ-

Т е о р е м а , д о к а з а н н а я в ъ э т о м ъ § для у с е ч е н н о й т р и -
у г о л ы ю й пирамиды, с п р а в е д л и в а т а к ж е для в с я к о й у с е -
ч е н н о й м н о г о у г о л ь н о й п и р а м и д ы . В ъ с а м о м ъ д е л е , о з н а -
чимъ в ы с о т у у с е ч е н н о й м н о г о у г о л ь н о й п и р а м и д ы ч р е з ъ 
Я , н и ж н е е и в е р х н е е о с н о в а н і я е я ч р е з ъ В и I, и по-
л о ж и м ъ , что о н а д і а г о н а л ь н ы м и п л о с к о с т я м и р а з д е л е н а 
н а т р и у г о л ь н ы я у с ѣ ч е н н ы я п и р а м и д ы , н и ж н и м и о с н о в а -
ниями к о т о р ы х ъ п у с т ь б у д у т ъ Т„ Тг, Т3,..., а с о о т в е т -
с т в е н н ы м и в е р х н и м и о с н о в а н і я м и t„ /2, tt.., т а к ъ ч т о 

На о с н о в а н і и п р е д ъ и д у щ е й т е о р е м ы о б ъ е м ъ у с е ч е н н о й 
м н о г о у г о л ь н о й п и р а м и д ы б у д е т ъ р а в н я т ь с я : 

I [т, н - Ч / Т ^ Л н . Т2 ч - ѵ / , , и - . . . . ] = 

Я Г 
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Н и ж н е е и в е р х н е е о с н о в а н і я у с ѣ ч е н н о й м н о г о у г о л ь -
н о й п и р а м и д ы с у т ь п о д о б н ы е м н о г о у г о л ь н и к и , а п о т о м у 
т р и у г ф л ь н и к и Т , , Г , , Г , . , с о о т в ѣ т с т в е н н о п о д о б н ы т р и -
у г о л ь н и к а м ъ t „ / 2 , 1 3 . . . ; т а к ъ к а к ъ п л о щ а д и п о д о б -
н ы х ъ ф и г у р ъ о т н о с я т с я к а к ъ к в а д р а т ы с х о д с т в е ш Г ы х ъ 
с т о р о н ъ , т о 

Іі <2 'з " Ь ' 
П о м н о ж а я ч и с л и т е л я и з н а м е н а т е л я к а ж д о й д р о б и н а 

з н а м е н а т е л я ея и и з в л е к а я к в а д р а т н ы й к о р е н ь , п о д у ч а е м ъ 

T , 'з " ь 

о т с ю д а : 

х п г т - h / Т Т ^ уГГТІ,-— - ѵ ^ Ж . 

Н о 

с л ѣ д о в а т е л ы ю 

/ Т Д - ѵ / П Г Г 2 - н S / X T - • • = ^ 

И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о о б ъ е м ъ у с е ч е н н о й м н о г о -
у г о л ь н о й п и р а м и д ы р а в н я е т с я 

§ 2 7 2 . Т Е О Р Е М А . Усеченна И триуголыіан призма со-
стоишь изъ трехъ пирамидъ, имеющихв общее съ нею 
основание, а вершины въ трехъ вершин ахи не параллель-
наго сгъченіп. 
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н П о л о ж и м ъ , ч т о ABCDEF ( ч е р т . 3 2 1 ) 
е с т ь у с ѣ ч е и н а я т р и у г о л ы і а я п р и з м а ; 
т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о о н а р а в н а ' с у м -
м ѣ т р е х ъ п и р а м и д ъ , и м ѣ ю щ и х ъ о б щ е е 
с ъ н е ю о с н о в а н і е A B C , а в е р ш и н ы в ъ 
т о ч к а х ъ D, Е и F. 

с Доназ. П р о в е д я п л о с к о с т и AFB и 

Черт. 321. A F E , р а з д ѣ л я е м ъ у с ѣ ч е н н у ю п р и з м у 
н а т р и т р и у г о л ь н ы я п и р а м и д ы F А ПС, FAEB и FAED. 
П е р в а я и з ъ н и х ъ и м ѣ е т ъ о с и о в а и і е м ъ ABC, а в е р ш и н о ю 
т о ч к у F. В т о р а я р а в н о в е л и к а п н р а м и д ѣ CAE И, и м ѣ ю -
щ е й о б щ е е с ъ н е ю о с н о в а н і е ЛЕВ и р а в н у ю с ъ н е ю в ы -
с о т у , т а к ъ к а к ъ о б ѣ в е р ш и н ы F и С л е ж а т ъ на л и н і и 
FC, п а р а л л е л ь н о й о с н о в а н і ю . Е с л и ж е п р и м е м ъ т р и -
у г о л ь н и к ъ A B C з а о с н о в а н і е и Е з а в е р ш и н у п и р а м и -
ды -САВЕ, т о о ч е в и д н о , ч т о в т о р а я п и р а м и д а р а в н о в е -
л и к а п и р а ы и д ѣ , и м ѣ ю щ е й о с и о в а н і е ABC н в е р ш и н у в ъ 
т о ч к ѣ Е . 

Н а к о н е ц ъ т р е т ь я п и р а м и д а FADE р а в н о в е л и к а п и р а -
мид'!; CDAB, п о т о м у ч т о оиѣ . и м ѣ ю т ъ р а і ш о в е . ш и і я о с н о -
в а н і я ADE и ADB и р а в н ы я в ы с о т ы , т а к ъ к а к ъ о б ѣ в е р -
ш и н ы С и F л е ж а т ъ н а Л И І І І И п а р а л л е л ь н о й о с н о в а н і ю . 
Е с л и ж е п р и м е м ъ т р и у г о л ь н и к ъ A B C з а о с н о в а п і е и 
т о ч к у D з а в е р ш и н у п и р а м и д ы CADB, т о з а к л ю ч и м ъ , 
ч т о т р е т ь я п и р а м и д а р а в н о в е л и к а п и р а м и д ѣ , и м ѣ ю щ о й 
о с н о в а н і е м ъ ЛВС и в е р ш и н у в ъ т о ч к ѣ D. 

И т а к ъ у с ѣ ч е н н а я п р и з м а с о с т о и т ъ и з ъ т р е х ъ п и р а -
м и д ъ , к о т о р ы я и м ѣ ю т ъ о б щ и м ъ о с н о в а н і е м ъ ABC и в е р -
ш и н ы в ъ т р е х ъ т о ч к а х ъ F, Е и D. 

О з н а ч и м ъ о с н о ь а н і е п р и з м ы ч р е з ъ b и ч р е з ъ I, m и 
п п е р п е н д и к у л я р ы , о п у щ е н н ы е н а н е г о и з ъ т о ч е к ъ D 
F и Е ; т о г д а о б ъ е м ъ у с ѣ ч е и н о й п р и з м ы в ы р а з и т с я ч р е з ъ 

т-л-п). І і ь с л у ч а ѣ прямой у с ѣ ч е н н о й п р и з м ы , 
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б о к о в ы я р е б р а е я б у д у т ъ в ы с о т а м и т р е х ъ п и р а м и д ъ , 
и з ъ к о т о р ы х ъ о н а с о с т о и т ъ , и т а к ъ к а к ъ в ъ э т о м ъ с л у -

I -+-. m п 
ч а ѣ g е с т ь с р е д н я я а р и ѳ м е т и ч е с к а я и з ъ э т и х ъ 

р е б е р ъ , т о и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о п р я м а я у с ѣ ч е н н а я 
т р и у г о л ь н а я п р и з м а р а в н о в е л и к а п р я м о й , и м ѣ ю щ е й о с н о -
в а н і е о б щ е е с ъ у с ѣ ч е н н о й , а в ы с о т у — с р е д н е е а р и ѳ -
м е т и ч е с к о е и з ъ б о к о в ы х ъ р е б е р ъ п е р в о й . 

§ 273. Т Е О Р Е М А . Обремв прямаго усѣченнаго napaj.ie.iemme-
F да ABCDF.FGH ( ч е р т . 3 2 2 ) равняется про-

изведенгго осно«аніл ABCD іса среднее ариф-
метическое изв двухъ протиоуполоо/сныхв 
боковыхъ реберъ. 

Доказ. У с ѣ ч е н н ы і і п а р а л л е л е п и п е д ъ AG 
с о с т о и т ъ и з ъ д в у х ъ у с ѣ ч е н н ы х ъ т р и -
у г о л ы і ы х ъ п р и з м ъ ABDEFI1 и BCDFGH, 
и м ѣ ю щ и х ъ р а в н ы я о с н о в а н і я ABD и BCD, 
и п о т о м у о б ъ е м ъ у с ѣ ч е п н а г о п а р а л л е л е -
п и п е д а р а в н я е т с я 

(АЕ -ь BF+DI1 -+- BF+CG -+- DH] = 
О 

Ѵ . ^ ^ 

В j ' s 

* 
Черт . 3 2 2 . 

(АЕ -*- CG -+• 2 BF -+- 2 D H ) . 

З а м ' Ь т и в ъ , ч т о в ъ ч е т ы р е у г о л і . н н к ѣ EFGH п р о т и в у п о л о ж н ы я с т о -
р о н ы п а р а л л е л ь н ы ( § 2 0 2 с л ѣ д с т в і е 1 ) , ч т о с л ѣ д о в . э т о т ъ ч е т ы р е -
ѵ г о л ь н н к ъ е с т ь п а р а л л е л о г р а м м ъ , п р о в е д е м ъ д і а г о п а . і ы і ы я п л о с к о -
с т и ЕС и FD. Т а к ъ к а к ъ линіи EG и FH, АС и В1) д ѣ л я т с я п о п о -
ламъ, т о 1'0 е с т ь с р е д н я я линія д в у х ъ т р а и е ц і й AEG С и BFHD, 

, „ AE+CG BF+DH 
а п о т о м у - P C ) = g = 2 ; с л е д о в AE+CG=BF+DH. 

П о э т о м у о б ъ е м ъ у с ѣ ч е н н а г о п а р а л л е л е п и п е д а р а в н я е т с я 

^ ( З Л Р 
û 

а т а к ъ к а к ъ ABD = , т о о б ъ е м ъ э т о т ъ в ы р а з и т с я ч р е з ъ 

3Dti) = ABD. (BF DU), 

ABCD. 
BF -+- DH 

О б ъ е м ы п о д о б н ы х ъ м н о г о г р а н н и к о в * . 

§ 27 t. 'Г и о Р к M к. Объемы двухъ триуголныхв пирамидъ, 
имішщихв общііі тригранный уголъ, относятся между собою какв 
произведены реберв, сходящихся ев вершит этою триграниаго уіла. 

\ 

с 
Черт. 3 2 3 . 

П о л о ж и м ъ , 4 T O S / 1 B C H Sabc ( ч е р т . 3 2 3 ) с у т ь д в ѣ 
п и р а м и д ы , и м ѣ ю щ і я о б щ і й т р и г р а н н ы й у г о л ъ 
с , SABC SA.SB.SC 
S-, т р е б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о ̂ — = - — — . 

J ' Sabc Sa.Sb.Sc 
Доказ. С о е д и н и в * т о ч к у с с ъ т о ч к а м и Ли Л и з а -

м ѣ т и в ъ . ч т о т р и у г о л ь н ы я п и р а м и д ы AS В С и ASBc 
и м ѣ ю т ъ о б щ у ю в е р ш и н у A, a о с н о в а п і я и х ъ 
SBC и SBc л е ж а т ъ в ъ о д н о й п л о с к о с т и , з а -

SABC SBC тт к л ю ч а е м ъ , ч т о 5 І І о т р и у г о л ы ш к и 

SBC и SBc и м ѣ ю т * о б щ у ю в е р ш и н у В С л ѣ д о в . | ^ = ^ , 
SBc Sc 

а п о т о м у 
SABC=SC 
SABc ~ Sc ' 

Д а л ѣ е , т р и у г о л ь н ы я п и р а м и д ы SABc и Sähe и м ѣ ю т ъ о б щ у ю в е р -
ш и н у с, a о с п о в а н і я и х * ABS и abS л е ж а т * в ъ о д н о й п л о с к о с т и 

SABc ABS „ ' 
с л е д о в . - j ^ - — . Н о т а к ъ к а к * т р и у г о л ь н и к и ABS 

и м е ю т * б щ і й у г о л * AS В, т о и п о т о м у 

SABC S A. S В 
Sabc ~~ Sa.Sb ' 

У м н о ж и в * это у р а в н е н і е на п р е д ъ и д у щ е ѳ , н а й д е м * 
SABC_ SA SB .SC 
Sabc Sa . Sb Se ' 

abS 

четырегранпи-§ 2 7 5 . T e о р е м л . Объемы двухв подобным 
киив относятся какв кубы сходстаенныхв реберв. 

П у с т ь б у д у т * SABC и OLMN ( ч е р т . 3 0 7 ) д в а п о д о б -
н ы х ъ ч е т ы р е г р а н н и к а т р е б у е т с я 

SABC SA' д о к а з а т ь , ч т о 0 — = _ . 

Доказ. В ъ п о д о б н ы х * ч е т ы р е г р а н -
н и к а х ъ SABC и OLMN т р н г р а п н ы е 
у г л ы S и О р а в н ы , с л е д о в , (« 2 7 4 ) 
SABC SA.SB.SC 
ÖLMN= OL.O lïl.ON ' такъ какъ 

с х о д с т в е и н ы я р о б р а п р о н о р ц і о и а л ь -
5Л SB SC 

,ш' 10 ÖL = UM ~ ÖN ' 11 І10Т0ЫУ 
SABC SA3 

ОLMN OL5 ' 
§ 2 7 0 . T e о р е м А. Объемы daijxB подобныхв мниограншасовв 

относятся /сакс кубы сходствешіыхв реберв. 
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Доказ . Раздѣливъ подобные многогранники на подобные й 
одинаково расположенные ч е т ы р е г р а и н и к н (§ 254-), о з н а ч н в ъ 
объемы и х ъ с о о т в е т с т в е н н о ч р е з ъ Г , F , Ѵ г . и и, v , ѵ , . . п ч р е з ъ 
Л и а д в а какихъ нибудь с х о д с т в е н р е б р а , находимъ (§ 271)) : 

V, _ V, = . 
«I vt ѵ.3 "" а1 ' 

слЬдов. 
V, -t- У, -+- У,... = 

v , -I- н - v 3 . . . a 3 

З а д а ч и . 

2 3 3 . Определить с т о р о н у куба р а в н о в е л и к а г о параллелепи-
педу, котораго измѣреиія 8 0 , 4 0 и 20 . 

2 2 1 . О п р е д е л и т ь о б ъ е м ъ в о з д у х а , заключениаго в ъ прямо-
угольной комнате, которой длина 3 0 , 4 2 Ф., ширина 28 , Зи Ф. а 
в ы с о т а 14 , 15 Ф. 

235. Прямоугольный б а с с е і і и ъ , длиною в ъ б , 5 Ф„ шири-
о 

пою в ъ 4 , 4 Ф. н глубиною в ъ 2 ,7 Ф., наполненъ в о д о ю до — 

в ы с о т ы ; сколько к у б и ч е с к и х ъ Футовъ воды с о д е р ж и т с я в ъ 
н е м ъ . 

2 3 0 . Иайдтн о б ъ е м ъ и б о к о в у ю п о в е р х н о с т ь правильной ш е -
стиугольной пирамиды, в ы с о т а которой Я , р а в н а ' 6 3 a р а д і у с ъ 
Л к р у г а , о п и с а н н а г о около основапія которой, р а в е н ъ 17. 

2 3 7 . В ы с о т а у с е ч е н н о й пирамиды р а в н а Я , а с х о д с т в с п н ы я 
с т о р о н ы ея основаній о т н о с я т с я какъ т : я ; р а з д е л и т ь у с е -
ч е н н у ю пирамиду на д в е равпоиелнкія части п л о с к о с т ь ю , па-
раллельною основаніямъ. 

2 3 8 . Р а з д е л и т ь пополамъ пирамиду плоскостью параллельной 
о с н о в а н і ю . 

2 3 9 . Р а з д е л и т ь пирамиду SABC на д в е ч а с т и в ъ о т н о ш е н і и 
т \ п плоскостью, п р о х о д я щ е ю ч р е з ъ одно и з ъ р е б е р ъ ея . 

2 4 0 . По данной в ы с о т е Я у с е ч е н н о й пирамиды и но д в у м ъ ея 
основаніямъ В и b определить объемъ полной пирамиды и от-
с е ч е н н о й части ея . 

Г Л А В А V . 

О т ѣ л а х ъ к р у г л ы х ъ . 

О цилиндре и КОІІУСѢ. О ШАРЬ. О СФЕРЛЧЕСКОМЪ ТРИУГОЛЫШКИ. Éto-
довш КРУГЛЫХЪ тЬл'ь. КОШІЧЕСКІЯ СІІЧЕІІГЯ. ЗАДАЧИ. 

О цилиндрѣ и к о н у с ѣ . 

§ 2 7 7 Е с л и п р я м о у г о л ь н и к ъ А В NM ( ч е р т . 3 2 4 . ) б у -
» ( Ш ^ л д е м ъ о б р а щ а т ь о к о л о о д н о й и з ъ е г о с т о р о н ъ 

NM, к о т о р а я б у д е т ъ о с т а в а т ь с я н е п о д в и ж -
н о ю , т о о б р а з у е т с я т ѣ л о ABCD, н а з ы в а е м о е 
прямымъ круглымъ цилиндромъ. И е п о д в и ж -

ф в мая с т о р о н а NM н а з ы в а е т с я осыо, с т о р о -
Черт. 324. н а АБ — образующею лииіею, к р у г и , о п и с а н -

н ы е с т о р о н а м и MA іі NB, — оспова/илми, a р а з с т о я н і е 
м е ж д у н и м и , т . е . д л и н а о с и , — в ы с о т о ю ц и л и н д р а . 

М о ж н о т а к ж е о б р а з о в а т ь п р я м о й к р у г л ы й ц и л и п д р ъ 
д в и ж е н і е м ъ п р я м о й A B ( ч е р т . 3 2 4 ) , к о и е ц ъ к о т о р о й В 

с к о л ь з и л ъ б ы по о к р у ж н о с т и к р у г а , м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ о н а 
с а м а о с т а в а л а с ь б ы п е р п е н д и к у л я р н о ю к ъ п л о с к о с т и к р у г а . 

Ц и л и н д р и ч е с к о ю п о в е р х н о с т ь ю в о о б щ е н а з ы в а ю т ъ 
п о в е р х н о с т ь ( ч е р т . 3 2 5 ) , о б р а з о в а н н у ю д в и -
ж е н і е м ъ п р я м о й AB, к о и е ц ъ к о т о р о й В 
с к о л ь з и т ъ по к а к о й н и б у д ь к р и в о й л и н і и 
BDC, м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ о н а п е р е м ѣ щ а е т с я 
п а р а л л е л ь н о с а м о й с е б ѣ . Н о в ъ э л е м е н т а р -
н о й Г е о . м е т р і и и з ъ в с ѣ х ъ ц и л и н д р и ч е с к и х ъ 
п о в е р х н о с т е й р а з с м а т р и в а е т с я т о л ь к о п о -
в е р х н о с т ь п р я м а г о к р у г л а г о ц и л и н д р а , а 
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п о т о м у в ъ э л е м е н т а р н о й Г е о м е т р і и е г о п р о с т о н а з ы -
в а ю т ъ ц и л и н д р о м ъ . 

§ 2 7 8 . Е с л и в ъ о с и о в о н і е ц и л и н д р а в п и ш е м ъ , а около 
н е г о о п и ш е м ъ п р а в и л ь н ы е м н о г о у г о л ь н и к и и п р и м е м ъ 
и х ъ з а о с н о в а н і я п р я м ы х ъ п р и з м ъ , о д и н а к о й в ы с о т ы с ъ 
ц и л и н д р о м ъ , т о , о ч е в и д н о , о б ъ е м ъ ц и л и н д р а б у д е т ъ м е н ь -
о б ъ е м а о п и с а н н о й и б о л ь ш е о б ъ е м а в п и с а н н о й п р и з м ы . 
П р и у в е л п ч е н і и ж е ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ 
р а з н о с т ь м е ж д у о б ъ е м а м и о п и с а н н о й и в п и с а н н о й п р и з -
м ы б е з п р е д ѣ л ь и о у м е н ь ш а е т с я и м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а 
м е н ь ш е в с я к о й в е л и ч и н ы . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , п у с т ь б у -
д у т ъ II в ы с о т а ц и л и н д р а , Bub п л о щ а д и о с н о в а н і й 
о п и с а н н о й и в п и с а н н о й п р и з м ы , т о г д а р а з н о с т ь о б ъ -
е м о в ъ д в у х ъ п р и з м ъ б у д е т ъ II (В—Ь). ГІо м ѣ р ѣ у в е л и -
ч е н і я ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , р а з н о с т ь В — b 
б е з п р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а е т с я ( § 1 7 4 ) , а п о т о м у и II (В—Ь) 
б у д е т ъ б е з н р е д ѣ л ь н о у м е н ь ш а т ь с я . Т а к ъ к а к ъ о б ъ е м ъ 
ц и л и н д р а б о л ь ш е о б ъ е м а в п и с а н н о й и м е н ь ш е о б ъ е м а 
о п и с а н н о й п р и з м ы , т о с ъ у в е л и ч е н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ 
м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , о п и с а н н а я и в п и с а н н а я п р и з м ы б е з -
п р е д ѣ л ы ю п р и б л и ж а ю т с я к ъ ц и л и н д р у , и п о т о м у цгиипдръ 
есть предіьлъ описанныхъ и описанныхъ призмъ. 

О з н а ч и м ъ ч р е з ъ Р и р п е р и м е т р ы о п и с а н н а г о и в п и -
с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к о в ъ ; п о в е р х н о с т ь о п и с а н н о й п р и з -
м ы б у д е т ъ Р Н , п о в е р х н о с т ь в п и с а н н о й — ph. С ъ 
у в е л и ч е н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ Р у м е н ь -
ш а е т с я , а р у в е л и ч и в а е т с я ( § § 1 3 1 , 1 3 2 ) , с л ѣ д . п о в е р х -
н о с т ь о п и с а н н о й п р и з м ы б у д е т ъ у м е н ь ш а т ь с я , а п о -
в е р х н о с т ь в п и с а н н о й — у в е л и ч и в а т ь с я . І І о с ъ в о з р а с т а -
н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , п р и з м ы п р и б л и -
ж а ю т с я к ъ с о в п а д е н і ю с ъ ц и л и н д р о м ъ , с л ѣ д . п о в е р х н о с т ь 
о п и с а н н о й п р и з м ы п р и б л и ж а е т с я к ъ п о в е р х н о с т и ц и л и н д р а 
у м е н ь ш а я с ь , а п о в е р х н о с т ь в п и с а н н о й — у в е л и ч и в а я с ь . 
Э т о з н а ч и т ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь ц и л и н д р а м е н ь ш е п о в е р х -
н о с т и о п и с а н н о й и б о л ь ш е п о в е р х н о с т и в п и с а н н о й 
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п р и з м ы . Р а з н о с т ь ж е м е ж д у н о в е р н о с т я м и д в у х ъ п р и з м ъ 
м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а м е н ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы , п о т о м у , 
ч т о э т а р а з н о с т ь р а в н а H (Р—р), а Р-р б е з п р е д ѣ л г , -
н о у м е н ь ш а е т с я с ъ в о з р а с т а н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о -
у г о л ь н и к о в ъ ( § 1 7 5 ) . И з ъ э т о г о м ы з а к л ю ч а е м ъ , „что п о -
в е р х н о с т ь ц и л и н д р а б о л ь ш е п о в е р х н о с т и в п и с а н н о й и 
м е н ь ш е п о в е р х н о с т и о п и с а н н о й п р и з м ы , и ч т о р а з -
н о с т ь м е ж д у п о в е р х н о с т я м и ц и л и н д р а и п р и з м ъ м о ж е т ъ 
б ы т ь с д ѣ л а н а м е н ь ш е в с я к о й в е л и ч и н ы . И т а к ъ поверх-
ность цилиндра есть предіьлъ поверхностей вписанныхъ и 
описанныхд призмъ. 

§ ' 2 7 9 . П р я м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ A B C ( ч е р т . 3 2 6 ) , 
А о б р а щ а я с ь около о д н о г о и з ъ с в о и х ъ к а т е т о в ъ 

A B , к о т о р ы й о с т а е т с я н е н о д в и ж н ы м ъ , о б -
р а з у е т ъ т ѣ л о ADC, н а з ы в а е м о е прпмьшъ 
круиымъ конусомъ. Н е п о д в и ж н а я с т о р о н а AB 
н а з ы в а е т с я осью и такя5е высотою, с т о р о н а 

САС — образуюгцею ли шею, к р у г ъ DC, о п и -
Черт. 328. с а н н ы й д в и ж е н і е м ъ к а т е т а ВС,—основангемъ, 

а т о ч к а А—вершиною к о н у с а . 

М о ж н о т а к ж е о б р а з о в а т ь п р я м о й к р у г л ы й к о н у с ъ д в и -
ж е н і е м ъ п р я м о й АС, о д и н ъ к о н е ц ъ к о т о р о й с к о л ь з и л ъ 
б ы по о к р у ж н о с т и к р у г а , м ѣ ж д у т ѣ м ъ к а к ъ д р у г о й ко-
н е ц ъ А о с т а в а л с я б ы и е п о д в и ж п ы м ъ н а п е р п е н д и к у л я р ѣ , 
в о з с т а в л е н н о м ъ к ъ к р у г у в ъ ц е и т р ѣ е г о . 

К о н и ч е с к о ю п о в е р х н о с т ю в о о б щ е ( ч е р т . 3 2 7 ) н а з ы -
в а ю т ъ п о в е р х н о с т ь , о б р а з о в а н н у ю д в и ж е н і -
емъ прямой DA, к о т о р о й о д и н ъ к о н е ц ъ D 
о с т а е т с я п е п о д в ш к н ы м ъ , м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ 
д р у г о й к о н е ц ъ А с к о л ь з и т ъ по к а к о й н и б у д ь 
к р и в о й ABC. ГІо в ъ э л е м е н т а р н о й Г е о м е -
т р і и и з ъ в с ѣ х ъ к о н и ч е с к и х ъ п о в е р х н о с т е й 

с р а з с м а т р и в а е т с я т о л ь к о п о в е р х н о с т ь пряма-
Черт. 327. го к р у г л а г о к о н у с а , а п о т о м у в ъ э л е м е н т а р -

н о й Г е о м е т р і и е г о п р о с т о н а з ы в а ю т ъ к о н у с о м ъ . 



Е с л и п е р е с ѣ ч е м ъ к о н у с ъ п л о с к о с т ь ю , п а р а л л е л ь н о й 
о с п о в а н і ю , т о п о л у ч и т с я т ѣ л о ABDC 
( ч е р т . 3 2 8 ) , к о т о р о е н а з ы в а е т с я у с / ь -
ченнымъ конусомъ. О ч е в и д н о , ч т о у с е -
ч е н н ы й к о н у с ъ м о ж н о т а к ж е о б р а -
з о в а т ь , о б р а щ а я т р а п е ц і ю MBDL о к о -
ло с т о р о н ы е я ML, к ъ к о т о р о й п а р а л -

ü л е л ь и ы я с т о р о н ы п е р п е н д и к у л я р н ы . 
Черт. 328. К р у г и , о п и с а н н ы е с т о р о н а м и M B и 

LD, н а з ы в а ю т с я основаніпми, р а з с т о я н і е .между н и м и — 
высотою, a л и н і я DB —образующею линіею. 

§ 2 8 0 . Е с л и в ъ о с н о в а н і е к о н у с а в п и ш е м ъ и около 
н е г о о н и ш е м ъ п р а в и л ь н ы е м н о г о у г о л ь н и к и и п р и м е м ъ 
и х ъ з а о с п о в а и і я п р а в и л ь н ы х ъ п и р а м и д ъ , о д и и а к о й в ы -

с о т ы с ъ к о н у с о м ъ , т о о ч е в и д н о , ч т о о б ъ е м ъ к о п у с а 
б у д е т ъ м е н ь ш е о б ъ е м а о п и с а н н о й и б о л ь ш е о б ъ е м а в п и -
с а н н о й п и р а м и д ы . П р и у в е л и ч е н і и ж е ч и с л а с т о р о н ъ 
м н о г о у г о л ь н и к о в ъ р а з н о с т ь м е ж д у о б ъ е м а м и д в у х ъ пи-
р а м и д ъ б е з п р е д ѣ л ы ю у м е н ь ш а е т с я . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , 
п у с т ь б у д у т ъ Л в ы с о т а к о н у с а , В и b п л о щ а д и о с п о -
в а н і й о п и с а н н о й и в п и с а н н о й п и р и м и д ъ , т о г д а р а з н о с т ь 

о б ъ е м о в ъ д в у х ъ п и р а м и д ъ б у д е т ъ (В — Ь). І І о т а к ъ 

к а к ъ с ъ у в е л и ч е н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ 
р а з н о с т ь В — b б е з и р е д ѣ л ы ю у м е н ь ш а е т с я , т о и р а з н о с т ь jj 

- у ( В — Ь ) м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а м е н ѣ е в с я к о й в е л и ч и -

н ы . П з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о конусъ есть прсдѣлъ опи-

санныхъ и описанныхъ пирамидъ. 
О з н а ч и м ъ ч р е з ъ Р и р п е р и м е т р ы о п и с а н н а г о и в п и -

с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , ч р е з ъ I о б р а з у ю щ у ю к о н у с а 
и ч р е з ъ h а п о о е м у в п и с а н н о й п и р а м и д ы , т о г д а п о в е р х -

РІ 
н о с т ь о п и с а н н о й п и р а м и д ы б у д е т ъ а п о в е р х н о с т ь в п и -
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с а н н о й • С ъ в о з р а с т а н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь -
н и к о в ъ , Р у м е н ь ш а е т с я , а р у в е л и ч и в а е т с я ; т а к ж е у в е -
л и ч и в а е т с я и а п о ѳ е м а h , п о т о м у ч т о р а з с т о я п і е е я о т ъ 
о с и к о н у с а в о з р а с т а е т ъ ; и з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о по-
в е р х н о с т ь о п и с а н н о й п и р а м и д ы б у д е т ъ у м е н ь ш а т ь с я , а 
п о в е р х н о с т ь в п и с а н н о й у в е л и ч и в а т ь с я . Но т а к ъ к а к ъ с ъ 
в о з р а с т а н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о п и с а н -
н ы я и в п и с а н н ы я п и р а м и д ы п р и б л и ж а ю т с я к ъ с о в п а д е -
ний с ъ к о н у с о м ъ , т о п о в е р х н о с т ь о п и с а н н о й п и р а м и д ы 
п р и б л и ж а е т с я к ъ н е й , у м е н ь ш а я с ь , а п о в е р х н о с т ь в п и -
с а н н о й — у в е л и ч и в а я с ь ; э т о з н а ч и т ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь к о -
н у с а м е н ь ш е п о в е р х н о с т и о п и с а н н о й и б о л ь ш е п о в е р х -
н о с т и в п и с а н н о й п и р а м и д ы . 

З а м ѣ т и м ъ , ч т о р а з н о с т ь м е ж д у п о в е р х н о с т я м и о п и -
с а н н о й и в п и с а н н о й п и р а м и д ы м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а 
м е н ѣ е в с я к о й в е л и ч и н ы . В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , э т а р а з н о с т ь 

PI ph 
р а в н я е т с я — — ~ ; н о PI — ph - I (Р — р) -+- р (l—h), 

а т а к ъ к а к ъ р а з н о с т и Р — р и Л — / , п р и у в е л и ч е и і и ч и -
с л а с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , б е з г і р е д ѣ л ы ю у м е п ь ш а ю т -

РІ ph 

с я , то р а з н о с т ь — - м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а м е н ѣ е в с я -

к о й в е л и ч и н ы . 

И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о поверхность конуса есть пре-
дѣлъ поверхностей вписапныхъ и описанныхъ пирамидъ. 

О ч е в и д н о , ч т о у с е ч е н н ы й к о н у с ъ б у д е т ъ п р е д ѣ л ъ в п и -
с а п н ы х ъ и о п и с а н н ы х ъ у с ѣ ч е н н ы х ъ п и р а м и д ъ . 

§ 2 8 1 . Т Е О Р Е М А . Боковая поверхность цилиндра рав-
няется произведшим окружности его основангя на высоту. 
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Доказ. Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ и з ъ того^ ч т о п о -
в е р х н о с т ь цилиндра е с т ь п р е д ѣ л ъ в п и с а н н ы х ъ и о п и -
с а н н ы х ъ п р и з м ъ . 

П о л о ж и м ъ , ч т о Р е с т ь п о в е р х н о с т ь ц и л и н д р а , О — о к -
р у ж н о с т ь о с н о в а н і я и II в ы с о т а е г о ; т о г д а ( § 2 3 1 
с л ѣ д с т в і е 1 ) Р — О . П . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о б о к о в а я п о в е р -
х н о с т ь ц и л и н д р а р а в н я е т с я п л о щ а д и п р я м о у г о л ь н и к а , к о -
т о р а г о в ы с о т а е с т ь в ы с о т а ц и л и н д р а , a о с н о в а н і е р а в -
н о о к р у ж н о с т и е г о о с н о в а н і я . 

Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ 7? р а д і у с ъ о с н о в а н і я ц и л и н д р а 
и з а м ѣ т и м ъ , ч т о 0=2ъ/(, то н а х о д и м ъ Р=.%ъВІІ. 

П о л н а я ж е п о в е р х н о с т ь ц и л и н д р а , т . е . б о к о в а я п о -
в е р х н о с т ь е г о , с л о ж е н н а я с ъ п л о щ а д я м и д в у х ъ е г о о с н о -
в а н і й , б у д е т ъ 2 т . В І І - н 2 - В 2 . 

§ 2 8 2 . Т Е О Р Е М А . Объемъ цилиндра, равняется произ-
ведению площади его основанія на высоту. 

Доказ. Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о о б ъ -
емъ ц и л и н д р а е с т ь п р е д ѣ л ъ о б ъ е м о в ъ в п и с а н н ы х ъ и 
о п и с а н н ы х ъ п р и з м ъ . 

П у с т ь б у д у т ъ V , В и H о б ъ е м ъ , п л о щ а д ь о с н о в а н і я 
и в ы с о т а ц и л и н д р а , т о г д а ( § 2 6 7 с л ѣ д с т в і е I ) Ѵ = В . Н . 

Е с л и о з н а ч и м ъ р а д і у с ъ о с н о в а н і я ц и л и н д р а ч р е з ъ R и 
з а м ѣ т и м ъ , ч т о В = тс В2, т о н а х о д и м ъ В2 II. 

§ 2 8 ^ . Т Е О Р Е М А . Боковая поверхность конуса рав-
няется^произведешю окружности его основангя на обра-
зующую линію. 

Доказ Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о п о -
в е р х н о с т ь к о н у с а е с т ь п р е д ѣ л ъ п о в е р х н о с т е й в п и с а н -
н ы х ъ и о п и с а н н ы х ъ п и р а м и д ъ . 

П у с т ь б у д у т ъ Р , O u i п о в е р х н о с т ь , о к р у ж н о с т ь о с -
н о в а н і я и о б р а з у ю щ а я л и н і я к о н у с а , т о г д а ( § 2 3 5 ) 

* = Ѵ -2 
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И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о б о к о в а я п о в е р х -
н о с т ь к о н у с а р а в н я е т с я п л о щ а д и т р и у г о л ь н и к а , к о -
т о р а г о в ы с о т а е с т ь о б р а з у ю щ а я л и н і я , a о с н о в а н і е р а в -
н я е т с я д л и н ѣ о к р у ж н о с т и о с и о в а н і я к о н у с а . 

Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ / { р а д і у с ъ о с н о в а н і я и 
з а м ѣ т и м ъ , ч т о О = 2 г . П , т о н а й д е м ъ Р = т. В . I . П о л -

н а я п о в е р х н о с т ь к о н у с а , т . е . б о к о в а я е г о п о в е р х н о с т ь , 
с л о ж е н н а я с ъ п л о щ а д ь ю е г о о с и о в а н і я , р а в н я е т с я тсТ?/-»-7с.й2. 

§ 2 8 4 . Т Е О Р Е М А . Боковая поверхность усѣченнаго ко-
нуса равнпется полусум.ть окружностей, его основанііі, 
умноженной на образующую линію. 

Доказ. Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о п о -
в е р х н о с т ь у с ѣ ч е н н а г о к о н у с а е с т ь г і р е д ѣ л ъ п о в е р х н о с т е й 
в п и с а н н ы х ъ и о п и с а н н ы х ъ у с ѣ ч е н н ы х ъ п и р а м и д ъ . 

Т а к ъ к а к ъ п о в е р х н о с т ь у с ѣ ч е н н о й п и р а м и д ы р а в н я е т с я 
т а к ж е п е р и м е т р у с р е д и я г о с ѣ ч е н і я , у м н о ж е н н о м у на а п о -
о е м у ( § 2 3 6 ) ; т о п о в е р х н о с т ь у с ѣ ч е н н а г о к о н у с а р а в -
н я е т с я т а к ж е произведснію окружности средияго сіь-
ченія на образующую. 

Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ R и г р а д і у с ы и и ж н я г о и в е р х -
н я г о о с н о в а н і й у с ѣ ч е и н а г о к о н у с а и ч р е з ъ / е г о о б р а -
з у ю щ у ю , т о б о к о в а я п о в е р х н о с т ь б у д е т ъ р а в н я т ь с я 
( 2 т т В - н 2ттг) I г п 

~ — , и л и г. ( В -+ - /•) I . 
Л 

§ 2 8 5 . Т Е О Р Е М А . Объемъ конуса равняется произве-
дений площади ею основангя на треть высоты. 

Доказ. Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о к о -
н у с ъ е с т ь п р е д ѣ л ъ в п и с а н н ы х ъ и о п и с а н н ы х ъ п и р а м и д ъ . 

П у с т ь б у д е т ъ V, В и Я о б ъ е м ъ , п л о щ а д ь о с н о в а н і я 
В H 

и в ы с о т а к о н у с а , т о г д а ( § 2 7 0 ) 
it 

Е с л и о з н а ч и м ъ р а д і у с ъ о с н о в а н і я к о н у с а ч р е з ъ В , 

и з а м ѣ т и м ъ , ч т о В = тт/і2 , т о н а х о д и м ъ В __ 7 1 ^ 1 1 
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§ 2 8 6 . Т Е О Р Е М А . Объемъ усѣчетіаго конуса равенъ 
объему трехъ конусовъ, ѵлиыощнхъ высоту обгцую съ усіь-
ченпымъ, а основаны: первый—тіэісиее, второй— верхнее 
основаніе усѣчепнаіо конуса, a третій—среднее пропорці-
оналыіое между ними. 

Доказ. Э т о п р е д л о ж е н і е с л ѣ д у е т ъ и з ъ т о г о , ч т о у с е -
ч е н н ы й к о н у с ъ е с т ь н р е д ѣ л ъ в п и с а п н ы х ъ и о п и с а н н ы х ъ 
у с ѣ ч е н н ы х ъ п и р а м и д ъ . 

Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ В и р а д і у с ы н и ж н я г о и в е р х -
н я г о о с и о в э н і й у с ѣ ч с н п а г о к о н у с а , ч р е з ъ И е г о в ы -
с о т у и з а м ѣ т и м ъ , что с р е д н е е п р о п о р ц і о н а л ь н о е м е ж д у 
площадями н и ж н я г о и в е р х н я г о о с н о в а н і й р а в н я е т с я 
у/ гДѴ.ъг2 =: r.Rr, то з а к л ю ч а е м ъ , ч т о о б ъ е м ъ у с е ч е н -
н а ™ к о н у с а б у д е т ъ тт _ 

3 

О ш а р ѣ . 
§ 287. П о л у к р у г ъ АСВ ( ч е р т . 329), о б р а щ а я с ь около 

с в о е г о д і а м е т р а AB, к о т о р ы й о с -
т а е т с я н е п о д в и ж н ы м ъ , о б р а з у е т ъ 
т ѣ л о ACBD, к о т о р о е н а з ы в а е т с я 
шаромъ или сферою. Т о ч к а О, р а в -

f но о т с т о я щ а я о т ъ в с ѣ х ъ т о ч е к ъ по-
в е р х н о с т и ш а р а , н а з ы в а е т с я цен-
тромъ, л и н і я , с о е д и н я ю щ а я ц е н т р ъ 

^ с ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к о ю н о в е р х -

Черт. 3 2 9 . м о с т и ш а р а , — радгусомъ, a л и н і я 
п р о х о д я щ а я ч р е з ъ ц е н т р ъ и с о е д и н я ю щ а я д в ѣ т о ч к и по-
в е р х н о с т и , — діамстромъ ш а р а 

Т а к ъ к а к ъ в с ѣ р а д і у с ы ш а р а р а в н ы , то гиаръ ест/, тгь-
ло, ограниченное поверхностью, вен, точки которой нахо-
дится иа равномъ разстояніи отъ одной внутренней точки. 

Ц и л и н д р ъ , к о н у с ъ и ш а р ъ н а з ы в а ю т с я к р у г л ы м и т е -
л а м и . 
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§ 2 8 8 . Т Е О Р Е М А . Всякое сѣчеше шара г/лоскостыо 
есть кругъ. 

П у с т ь б у д е т ъ A B ( ч е р т . 3 3 0 ) с е ч е н і е 
ш а р а к а к о й - н и б у д ь п л о с к о с т ь ю ; т р е -
б у е т с я д о к а з а т ь , ч т о э т о с е ч е и і е е с т ь 
к р у г ъ . 

До/саз. О п у с т и м ъ и з ъ ц е н т р а О п е р -
п е н д и к у л я р ъ OK на с Ь ч е н і е AB и с о -
е д и н и м ъ о с н о в а н і е п е р п е н д и к у л я р а К 

с ъ т о ч к а м и С, В , D л и н і и с е ч е п і я П р я м о у г о л ь н ы е т р и -
у г о л ь н и к и С КО. ВКО, DKO р а в н ы , п о т о м у ч т о и.мѣютъ 
о б щ і й к а т е т ъ OK и к р о м е т о г о г и п о т е н у з ы и х ъ , к а к ъ р а д і -
у с ы ш а р а , р а в н ы ; с л е д . КС = KB=KD. И з ъ э т о г о с л е -

д у е т ъ , ' ч т о т о ч к и л н п і и с е ч е н і я н а х о д я т с я на р а в н о м ъ 
р а з с т о я п і и о т ъ т о ч к и К , а п о т о м у эта липія е с т ь о к р у ж -
н о с т ь , к о т о р о й ц е н т р ъ с о в п а д а е т ъ с ъ о с н о в а н і е м ъ п е р -
п е н д и к у л я р а . 

Е с л и р а з с т о я н і е п л о с к о с т и с е ч е п і я о т ъ ц е н т р а ш а р а , 
т . е. д л и н у л и н і и OK, о з н а ч и м ъ ч р е з ъ К, р а д і у с ъ ш а -
ра ч р е з ъ В , a р а д і у с ъ с е ч е н і я ч р е з ъ г , т о г — ] ! - — / < = . 

И з ъ э т о г о с л е д у е т ъ : 

1 . С е ч е п і я , р а в н о о т с т о я щ і я о т ъ ц е н т р а , р а в н ы . 
2 . Н з ъ д в у х ъ н е р а в н ы х ъ с е ч е и і й т о , к о т о р о е и м Ь е т ъ 

б о л ь ш і і і р а д і у с ъ , б л и ж е к ъ ц е н т р у . 
3 . С е ч е м і е , п р о х о д я щ е е ч р е з ъ ц е н т р ъ ш а р а , б о л ь ш е 

в с я к а г о д р у г а г о с е ч е п і я . В с л е д с т в і е э т о г о к р у г ъ . о б р а -
з о в а н н ы й с е ч е н і е м ъ , п р о х о д я щ и м ъ ч р е з ъ ц е н т р ъ , н а з ы -
в а е т с я большимъ кругомъ, а к р у г ъ , о б р а з о в а н н ы й с е ч е -
н і е м ъ , н е п р о х о д я щ и м ъ ч р е з ъ ц е н т р ъ , —малымъ круюмъ 

§ 2 8 9 . Т а к ъ к а к ъ б о л ь ш о й к р у г ъ е с т ь с е ч е н і е , п р о -
х о д я щ е е ч р е з ъ ц е н т р ъ ш а р а , т о : 

1 . Р а д і у с ъ б о л ы п а г о к р у г а р а в е н ъ р а д і у с у ш а р а . 
2 . Д в а б о л ь ш и х ъ к р у г а д е л я т с я п о п о л а м ъ , п о т о м у ч т о 

лимія, по к о т о р о й о н и п е р е с е к а ю т с я , п р о х о д и т ъ ч р е з ъ 
1 7 
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иNi> о б щ і й ц е н т р ъ и б у д е т ъ по э т о м у о б щ и м ъ и х ъ д і -
а м е т р о м ъ . 

3 . В с я к і й б о л ь ш о й к р у г ъ д ѣ л и т ъ ш а р ъ н а д в ѣ р а в н ы я 
ч а с т и , п о т о м у ч т о э т и ч а с т и п р и н а л о ж е н і и с о і ш а д а ю т ъ . 

4.. Ч р е з ъ к а ж д ы я д в і ; т о ч к и , в з я т ы я н а п о в е р х н о с т и 
ш а р а , м о ж н о п р о в е с т и о к р у ж н о с т ь б о л ь ш е г о к р у г а . 

О ч е в и д н о , ч т о д в ѣ т о ч к и н а п о в е р х н о с т и ш а р а , н е л е -
ж а н и я с ъ ц е н т р о м ъ на о д н о й п р я м о й , о н р е д ѣ л я ю т ъ п о л о -
ж е н і е б о л ь ш а г о к р у г а . 

К о г д а ш а р ъ р а з с м а т р и в а е т с я к а к ъ т ѣ л о , п р о и -
л с ш е л ш е е о т ъ о б р а щ е и і я к р у -

г а AQBM ( ч е р т . 3 3 1 ) о к о л о 
д і а м е т р а AB, т о д і а м е т р ъ AB 
н а з ы в а е т с я осыо н і а р а , діГа к о н -

^ ца е г о А и В—полисами, б о л ь -
ш о й к р у г ъ МО,-перпендикуляр-
н ы й к ъ о с и , — экваторомъ, а 
м а л ы я к р у г и тг/, mlql..., н е р -

Чс|)т 334. п е н д и к у л я р н ы е к ъ о с и , — п а р а л л е -

лями, н а к о н е ц ъ б о л ь ш і е к р у г и АрВ, AptB..., н р о х о д и щ і ѳ 
ч р е з ъ о с ь , — м е р и д і а н а м и . (*) 

§ 2 9 0 . Т Е О Р Е М А . Кратчайшее разстонніе двухъ то-
чекъ ни понерѵности шара есть дуга большаго круга, со-
единяющая эти точки. 

П о л о ж и м ъ , ч т о А и В ( ч . 3 3 2 ) с у т ь 
к а к і я - н и б у д ь д в ѣ т о ч к и н а п о в е р х -
н о с т и ш а р а , АСВ д у г а б о л ь ш а -
г о к р у г а , п р о х о д я щ а г о ч р е з ъ э т и 
т о ч к и , и AEDFB к а к а я - н и б у д ь 
л и и і я н а п о в е р х н о с т и ш а р а , с о -
е д и н я ю щ а я т ѣ ж е т о ч к и ; т р е б у е т с я 
д о к а з а т ь , ч т о д у г а АСВ • < д у г и 

Черт. 3 3 2 . AEDFB. 

С) Замѣч. Эти н а з в а н і я з а и м с т в о в а н ы и з ъ ГеогоаФІп. 
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Доказ. П р о в е д е м ъ ч р е з ъ т о ч к и А, В и к а к у ю - н и -
б у д ь т о ч к у D л н н і и AEDFB д у г и б о л ь ш и х ъ к р у г о в ъ 
AD и BD. Е с л и с о е д и н и м ъ т о ч к и А, В и D с ъ ц е н -
тро.мъ ш а р а О, т о с о с т а в и т с я т р п г р а н н ы й у г о л ъ 0\BD 
к о т о р а г о п л о с к і е у г л ы АОВ, AOD и BOÜ и з м ѣ р я ю т с я 
д у г а м и AB, AD и BD-, а т а к ъ к а к ъ в о в с я к о м ъ т р и г р а н -
и о м ъ у г л ѣ о д и н ъ и з ъ е г о п л о с к и х ъ у г л о в ъ м е н ѣ е с у м -
м ы д в у х ъ д р у г и х ъ ( § 2 1 5 ) , т о AB < AD + 4)B. Д а л ѣ е 
с о е д и н и м ъ д у г а м и б о л ь ш и х ъ к р у г о в ъ : ' т о ч к у D с ъ к а к о й -
н и б у д ь т о ч к о ю Е л и и і и AED и т о ч к и Е и 1) с ъ т о ч к о ю . 4 ; 
т а к ж е с о е д и н и м ъ D с ъ к а к о й - н и б у д ь т о ч к о ю / < \ ш н і и DFB 
II т о ч к и D И F съ т о ч к о ю В; н а х о д и м ъ : Л Я < АЕ -+- ED 
и DB D F - + - FB. Р а з с у ж д а я т а к и м ъ о б р а з о м ъ д а л ѣ е 
з а к л ю ч а е м ъ , ч т о л и н і я AEDFB б у д е т ъ п р е д ѣ л о м ъ л и -
н і и . с о с т а в л е н н о й и з ъ д у г ъ б о л ь ш и х ъ к р у г о в ъ ; а к а к ъ 
п о с л ѣ д и я я б о л ь ш е д у г и АСВ, т о л и н і я AEDFB с о е д и -
н я ю щ а я т о ч к и Л И В, б у д е т ъ б о л ь ш е д у г и б о л ь ш а г о к р у г а 
AUS, с о е д и н я ю щ е й т ѣ ж е т о ч к и . 

§ 2 9 1 . П л о с к о с т ь , и м ѣ ю щ а я с ъ п о в е р х н о с т ь ю ш а р а 
т о л ь к о о д н у о б щ у ю т о ч к у , н а з ы в а е т с я касательного /но-
скостью, а о б щ а я и х ъ т о ч к а - точкою коса,пл. 

Т Е О Р Е М А . Радіусъ, проведенный въ точку коса,йя пер-
пендикуляренъ къ касательной плоскости. 

Доказ. Л и н і я , с о е д и н я ю щ а я ц е н т р ъ с ъ т о ч к о ю к а с а н і я 
к о р о ч е л и н і й , е о е д и и я ю щ и х ъ ц е н т р ъ с ъ д р у г и м и т о ч к а м и 
к а с а т е л ь н о й п л о с к о с т и , а к р а т ч а й ш е е р а з с т о я н і е т о ч к и 
01 ъ п л о с к о с т и е с т ь п е р п е н д и к у л я р ъ ( § 1 9 4 . ) . 

Обратная теорема. Всякая плоскость, перпендикуляр-
ная къ концу рад,'уса, есть касательная плоскость.' 

Доказ. П л о с к о с т ь , п е р п е н д и к у л я р н а я к ъ к о н ц у р а д і ѵ с а 
Д р у г о й т о ч к и о б щ е й с ъ п о в е р х н о с т ь ю ш а р а и м і л ъ н е 
м о ж е т ъ , п о т о м у ч т о , в ъ п р о т и в н о м ъ с л у ч н ѣ , с о е д и н и в ъ 
э т у т о ч к у с ъ ц е н т р о м ъ ш а р а , п о л у ч и л и б ы н а к л о н н у ю 
р а в н у ю п е р п е н д и к у л я р у . 

1 5 * 
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Л и н і и , п р о в е д е н н ы й в ъ к а с а т е л ь н о й п л о с к о с т и ч р е з ъ 
т о ч к у к а с а н і я , и м ѣ і о т ъ т а к ж е о д н у т о л ь к о о б щ у ю т о ч к у 
с ъ п о в е р х н о с т ь ю ш а р а ; э т и л и н і и н а з ы в а ю т с я п о э т о м у 
касательными линіями. 

§ 2 9 2 . Т Е О Р Е М А . Поверхность шара равняется про-
изведшею окружности большого круга на діаметръ. 

Доказ. П о л о ж и м ъ , ч т о о к о л о п о л у к р у г а kluvi ( ч е р т . 
3 3 3 ) о п и с а н а п о л о в и н а п р а в и л ь н а г о м н о г о у г о л ь н и к а 

" ^г , abcdefyh, и м ѣ ю щ а г о ч е т -
ч г н о е ч и с л о с т о р о н ъ . П р и о б р а -

щ е н ! и п о л у к р у г а в м ѣ с т ѣ с ъ 
м н о г о у г о л ь н и к о м * о к о л о д і а -

- ( 1 м е т р а кг, п о л у к р у г ъ о б р а -
ѵ з у е т ъ ш а р ъ , а п о л у м н о г о -
с у г о л ы ш к ъ — т ѣ л о , с о с т о я щ е е ; 

1 ) И з ъ д в у х ъ п о л н ы х ъ к о -
н у с о в ъ , о б р а з о в а н н ы х ъ л и и і -
я м и ab и gh\ 

Черт . 333. 2 ) И з ъ р я д а у с ѣ ч е н н ы х ъ 
к о н у с о в ъ , о б р а з о в а н н ы х ъ л и н і я м и be, de...; 

3 ) П з ъ ц и л и н д р а , о б р а з о в а н н а я л и н і е ю de, е с л и п р е д -
п о л о ж и м ъ , ч т о e r a л и н і я п а р а л л е л ь н а д і а м е т р у Ici. 

П о в е р х н о с т ь к о н у с а , о б р а з о в а н н а я л и н і е ю ab, р а в -

н я е т с я ( § 2 8 3 ) 2v. Ib. г г 2гг lb. as. Е с л и с о е д и н и м ъ 
т о ч к у .s- с ъ ц е н т р о м ъ О , о з н а ч и м ъ р а д і у с ъ ш а р а ч р е з ъ Н 
и з а м ѣ т и м ъ , ч т о п р я м о у г о л ь н ы е т р и у г о л ь н и к и asO и b l a , 

_ ... . . s a al 
и м ѣ ю щ і е о б щ ш у г о л ъ а , п о д о б н ы , т о н а й д е м ъ ^ = 

и л и lb. as — R. al; по э т о м у п о в е р х н о с т ь р а з е м а т р и в а -
е.маго к о н у с а р а в н я е т с я 2 ~ R . ai, н о 2 ~ R е с т ь о к р у ж н о с т ь 
б о л ы и а г о к р у г а , a a l в ы с о т а к о н у с а , с л ѣ д . э т а п о в е р х -
н о с т ь р а в н я е т с я : окружности болыиаго круга умноженной 
на высоту конуса. 
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П о в е р х н о с т ь у с ѣ ч е н и а г о к о н у с а , о б р а з о в а п и а г о о б р а -
щ е н і е м ъ к а к о й н и б у д ь и з ъ с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь н и к а , 
н а п р . . с т о р о н ы cd, , п о § 2 8 4 , р а в н а 2тг их. cd. С о е -
д и н и в ъ т о ч к у и с ъ ц е н т р о м ъ и о п у с т и в ъ и з ъ т о ч к и с 
п е р п е н д и к у л я р ъ н а л и н і ю nd, с о с т а в и м * д в а п р я м о -
у г о л ь н ы х * т р и у г о л ь н и к а их О и dec,, к о т о р ы е п о д о б н ы 
м е ж д у с о б о ю , п о т о м у ч т о с т о р о н ы и х ъ в з а и м н о п е р п е п -

их сс, 
д и к у л я р н ы , с л ѣ д . _ — — і - и л и их. cd =. R. с с , . П о -
э т о м у п о в е р х н о с т ь р а з е м а т р и в а е м а г о у с е ч е н н а я к о н у с а 
р а в н я е т с я 2 - R . с с , ; а т а к ъ к а к ъ с с , е с т ь в ы с о т а у с е -
ч е н н а я к о н у с а , т о п о в е р х н о с т ь е г о т а к ж е р а в н я е т с я 
окружности болыиаго круга, умноженной на высоту его. 

Н а к о н е ц ъ п р е д п о л о ж и в ъ , ч т о л и н і я de п а р а л л е л ь н а д і а -
м е т р у ki, н а й д е м ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь ц и л и н д р а , е ю о б р а -
з о в а н н а я , р а в н я е т с я 2т. ре. de ( § 2 8 1 ) ; н о ре —Он — Н, 
с л ѣ д о в . п о в е р х н о с т ь р а з е м а т р и в а е м а г о ц и л и н д р а р а в н я е т -
с я т а к ж е окружности большого круга, умноженной на 
высоту его. 

П з ъ с к а з а н н а я м ы з а к л ю ч а е м ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь , о б р а -
з о в а н н а я о б р а і ц е н і е м ъ м н о г о у г о л ь н и к а abcdefyh, с о -

• с т о и т ъ и з ъ ч а с т е й , и з ъ к о т о р ы х ъ к а ж д а я р а в н я е т с я п р о -
и з в е д е н и й е я в ы с о т ы н а о к р у ж н о с т ь б о л ь ш а я к р у г а ; 
с л ѣ д о в . с у м м а в с ѣ х ъ э т и х ъ п о в е р х н о с т е й р а в н я е т с я 
о к р у ж н о с т и б о л ь ш а я к р у г а , у м н о ж е н н о й н а с у м м у и х ъ 
в ы с о т ъ , т . е . н а л и н і ю ah. 

П р и у в е л и ч е н і и ч и с л а с т о р о н ъ , м н о г о у г о л ь н и к ъ б е з -
п р е д ѣ л ь н о п р и б л и ж а е т с я к ъ к р у г у , а п о т о м у п о в е р х -
н о с т ь ш а р а б у д е т ъ п р е д ѣ л о м ъ п о в е р х н о с т и , о б р а з о в а н н о й 
ч р е з ъ о б р а щ е п і е м н о г о у г о л ь н и к а . З а м ѣ т и в ъ п р и т о м ъ , 
ч т о л и н і я ah с ъ в о з р а с т а н і е м ъ ч и с л а с т о р о н ъ б е з п р е -
д ѣ л ь н о п р и б л и ж а е т с я к ъ д і а м е т р у ki, з а к л ю ч а е м ъ , ч т о 
п о в е р х н о с т ь ш а р а р а в н я е т с я о к р у ж н о с т и б о л ь ш а я к р у -
г а , у м н о ж е н н о й н а д і а м е т р ъ . 
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Т а к ъ к а к ъ о к р у ж н о с т ь б о л ь ш а г о к р у г а р а в н а Чт. R, 
т о п о в е р х н о с т ь ш а р а в ы р а з и т с я ч р е з ъ 4 ~ Н г . 

З а м ѣ т и в ъ , ч т о ~ В ' о з и а ч а е т ъ п л о щ а д ь б о л ь ш а г о к р у -
г а , з а к л ю ч а е м ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь ш а р а р а в н я е т с я т а к -
ж е четыремъ площадями большою круга. 

Е с л и п о в е р х н о с т и д в у х ъ ш а р о в ъ о з н а ч и м ъ ч р е з ъ Р и 
p, a р а д і у с ы и х ъ ч р е з ъ R и г, т о P=.kr.R"- и р = 4 - г г , 

Р IV-

с . і ъ д о в . — = — г , т . е. поверхности шаровъ относится 

кока квадраты ихъ родіусовъ. 
§ 2 9 3 . Ч а с т ь ACDB ( ч е р т . 3 3 4 ) п о в е р х н о с т и ш а р а , 

£ з а к л ю ч е н н а я м е ж д у д в у м я г і а р а л л е . і ь -
н ы м п к р у г а м и AB и CD, н а з ы в а е т с я 
июрчвымъ ноясомъ или зоною-, п а р а л -

c f e ^ f c É W - ' і ельные к р у г и AB и CD н а з ы в а ю т с я 
Ѵ ^ л ^ m ~ n * * J оснооаніями, a р а з с т о я н і е м е ж д у і ш -

м и — в ы с о т о ю п о я с а . 
' ; И з ъ с к а з а н н а г о п р и о н р е д ѣ л е н і н 

Черт. 334. п о в е р х н о с т и ш а р а с л ѣ д у е т ъ , ч т о 
поверхность шаровою пояса ровняется произведению ея 
высоты на окружность большою круга. 

Е с л и о з н а ч и м ъ в ы с о т у п о я с а ч р е з ъ H и р а д і у с ъ ш а р а 
ч р е з ъ В, т о п о в е р х н о с т ь п о я с а в ы р а з и т ь с я ч р е з ъ 4T.RH. 

Ч а с т ь AtE,B, ( ч е р . 3 3 4 ) п о в е р х н о с т и ш а р а , о т с ѣ ч е н -
н а я п . і о е к о с і ы о А , В , , н а з ы в а е т с я отрізкомъ п л и сегмен-
толіъ ш а р о в о й п о в е р х н о с т и , а Е,Л/, ч а с т ь р а д і у с а п е р -
п е н д и к у л я р н а г о к ъ п л о с к о с т и с ѣ ч е и і я AtB,, н а з ы в а е т с я 

высотою о т р ѣ з к а . 

И з ъ с к а з а н н а г о п р и о п р е д ѣ л е н і и п о в е р х н о с т и ш а р а 
с л ѣ д у е т ъ , ч т о поверхность шаровою сегмента равняется 
произведений ею высоты на окружность большою круга. 
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Е с л и о з н а ч и м ъ в ы с о т у с е г м е н т а ч р е з ъ H и р а д і у с ъ 
ш а р а ч р е з ъ R, т о п о в е р х н о с т ь с е г м е н т а в ы р а з и т с я 
ч р е з ъ 2 г . В . П. 

§ 2 9 4 . Т Е О Р Е М А . Объемъ шара равняется произведе-
ний его поверхности на треть радіуса. 

Доказ. В о о б р а з и в ъ н а ш а р ѣ з н а ч и т е л ь н о е ч и с л о т о -
ч е к ъ , п р и б л и з и т е л ь н о р а в н о м ѣ р н о р а с п р е д ѣ л е н н ы х ъ по 
в с е й п о в е р х н о с т и е г о , и ч р е з ъ к а ж д у ю т о ч к у к а с а т е л ь -
н у ю п л о с к о с т ь , п о л у ч и м ъ м н о г о г р а н н и к ъ о п и с а н н ы й о к о -
ло ш а р а , к о т о р ы й с ъ у в е л и ч е н і е м ъ ч и с л а т о ч е к ъ , о б -
щ и х ъ с ъ ш а р о м ъ , б е з п р е д ѣ л ы ю к ъ н е м у п р и б л и ж а е т с я . 
Е с л и ж е с о е д и н и м ъ ц е н т р ъ ш а р а с о в с ѣ м и в е р ш и н а -
м и м н о г о г р а н н и к а , т о м н о г о г р а н н и к ъ р а з д ѣ л и т с я па 
п и р а м и д ы , к о т о р ы я и м ѣ ю т ъ о б щ у ю в ы с о т у , р а в н у ю 
р а д і у с у ш а р а , a о с н о в а н і я — с т о р о н ы м н о г о г р а н н и к а . 
О б ъ е м ъ в с я к о й п и р а м и д ы р а в н я е т с я н р о и з в е д е н і ю о е н о -
в а и і я н а т р е т ь в ы с о т ы , а п о т о м у о б ъ е м ъ м н о г о г р а н н и -
ка б у д е т ъ р а в н я т ь с я п р о и з в е д е н і ю е г о п о в е р х н о с т и н а 
т р е т ь р а д і у с а . И з ъ э т о г о с л ѣ д у е т ъ , ч т о о б ъ е м ъ ш а р а р а в -
н я е т с я п р о и з в е д е н і ю е г о п о в е р х н о с т и н а т р е т ь р а д і у с а . 

О з н а ч и в ъ р а д і у с ъ ш а р а ч р е з ъ R и з а м ѣ т и в ъ , ч т о 
п о в е р х н о с т ь е г о р а в н я е т с я ir.R*, н а й д е м ъ , ч т о о б ъ е м ъ 

В 4 
ш а р а р а в н я е т с я 4 - В * . — пли -~R\ 

О ü 
Е с л и о з н а ч и м ъ д і а м е т р ъ ш а р а ч р е з ъ D и з а м ѣ -

fD\3 D3 

т и м ъ , ч т о 7 ? J = / — J — — , т о н а й д е м ъ , ч т о п о в е р х -

r . D J 

н о с т ь ш а р а р а в н я е т е я - — 
b ' 

П у с т ь б у д у т ъ V и v о б ъ е м ы д в у х ъ ш а р о в ъ , В и г и х ъ 
р а д і у с ы ; т о г д а V = A rJV и - І u r 3 , с л ѣ д . — =z-\, 

і 6 v r3 

т . е . объемы итровъ относятся какъ кубы ихъ родіусиаъ. 
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% 2 9 5 . Ч а с т ь ш а р а АО ВС ( ч е р т . 3 3 5 ) , о г р а н и ч е н н а я 

с с е г м е н т о м ъ АСВ и к о н и ч е с к о ю п о в е р х -
н о с т ы о АОВ и м е ю щ е ю в е р ш и н у с ъ ц е н -
т р е ш а р а , н а з ы в а е т с я сферическимъ вы-
Iіпзісомъ и л и секторомъ. О ч е в и д н о , ч т о 
с ф е р и ч е с к і й с е к т о р ъ м о ж н о р а з с м а т р и -
в а т ь к а к ъ т ѣ л о , п р о и с ш е д ш е е о т ъ о б р а -

Черт. з з з . щ е н і я к р у г о в а г о с е к т о р а ВОС о к о л о р а -
д і у с а СО. 

И з ъ с к а з а и п а г о п р и о г і р е д ѣ л е н і и о б ъ е м а ш а р а с л е -
д у е т ъ , ч т о обымъ сферическою сектора равенъ поверхности 
шароваю сегмента АСВ, умноженной ни треть радіуса. 

Е с л и о з н а ч и м ъ ч р е з ъ V о б ъ е м ъ с ф е р и ч е с к а я с е к т о -

р а , ч р е з ъ II в ы с о т у с е г м е н т а АСВ и ч р е з ъ В р а д і у с ъ 

ш а р а и з а м е т и м ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь с е г м е н т а р а в н я е т с я 

2~ ВН ( § 2 9 3 ) , т о н а й д е м ъ , ч т о о б ъ е м ъ с ф е р и ч е с к а я с е к -

т о р а р а в н я е т с я S г . В - Ц . 
S 

§ 2 9 6 . Сферическими сектором*, в ъ с м ы с л е б о л е е о б щ е м ъ н е -
л ж е л н в ъ п р е д ъ п д у щ е м ъ § , н а з ы -

в а е т с я т е л о MLOL,M, ( ч е р т . 3 3 6 ) , 
о б р а з о в а н н о е ч р е з ъ о б р а щ е н і е к р у -
г о в а г о с е к т о р а І . О М о к о л о д і а м е т р а 
AB. О п и с а н н ы й п р и э т о м ъ д у г о ю 
LM п о я с ъ LL,M,M н а з ы в а е т с я осно-
вшгіемъ с е к т о р а . 

И з ъ с к а з а н н а г ѳ п р и о п р е д Ь л е н і н 
п о в е р х н о с т и ш а р а с л е д у е т ъ , ч т о 
о б ъ е м ъ с Ф е р и ч е с к а г о с е к т о р а р а в -
н я е т с я п р о н з в е д е п і ю е г о о с н о в а н і я 
и а т р е т ь р а д і у с а ш а р а . Е с л и о з н а -
ч и м ъ в ы с о т у о г о а с н о в а н і я ч р е з ъ 

Черт. 33IJ. H ( s 2 9 3 ) , р а д і у с ъ ш а р а ч р е з ъ Л 
и з а м е т и м ъ , ч т о п о в е р х н о с т ь п о я с а LL,M,M р а в н я е т с я 2 т : Л Н 
т о н а й д е м ъ , ч т о о б ъ е м ъ с ф е р и ч е с к а я с е к т о р а р а в н я е т с я 

К о г д а о д и н ъ и з ъ р а д і у с о в ъ к р у г о в а г о с е к т о р а LOM с о в п а -
д а е т ъ с ъ р а д і у с о м ъ OA, ТО с ф е р и ч е с к о й с е к т о р ъ п р и н и м а е т ъ 
в и д ь с ф е р и ч е с к а я с е к т о р а п р е д ъ и д у щ а г о § . 
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à 2 9 7 . Ч а с т ь ш а р а LMM,L, ( ч е р т . 3 3 6 ) , с о д е р ж а щ а я с я м е ж д у 
д в у м я п а р а л л е л ь н ы м и с Ь ч е н і н м и LL, и ММ„ н а з ы в а е т с я сфериче-
скими слоем*, п а р а л л е л ь н ы я с е ч е н і я LL, и ММ, н а з ы в а ю т с я осно-
оангями с л о я , a р а з с т о я н і е м е ж д у ними — е г о высотою. 

Для о н р о д е л е н і я о б ъ е м а с Ф е р и ч е с к а г о с л о я LMM,L з а м е т и м ъ 
ч т о о н ъ р а в н я е т с я с ф е р и ч е с к о м у с е к т о р у LMOM.I.,„' с л о ж е н н о -
му Cl, к о н у с о м ъ LOL,, б е з ъ к о н у с а MOM,. Е с л и о з н а ч и м ъ 
о б ъ е м ъ с Ф е р и ч е с к а г о с л о я ч р е з ъ V, е г о в ы с о т ѵ ч р е з ъ II, р а -
д і у с ъ ш а р а ч р е з ъ Л и п е р п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й н з ъ ц е н т р а 
н а п л о с к о с т ь LL„ ч р е з ъ К, т о р а д і у с ъ к р у г а iL, б у д е т ъ у / Л " — А", 
a р а д і у с ъ к р у г а ММ, б у д е т ъ у / Л ; - (К—ну- ' с , е Д о в о б ъ е м ъ 
к о н у с а LOI., р а в е н ъ 7 1 ( Д * ~ К , а о б ъ е м ъ к о н у с а MOM, р а -
в е н ъ І І Г - С К - Ю Ч \к-н\ 

•> I а такъ к а к ъ о б ъ е м ъ сФерическа-

г о с о к т о р а LMOL,M,равенъ у - тт ПЧІ ( § 2 9 6 ) , т о 
V = ft'—К') К—— \К-(К-Ііу\ \1(-н\, 

3 ~ 
и, по с о к р а щ е н ш , ^ 

V = т. II (Л ' — !(>-,- КН) — . 

р а г / е И І е - М 0 ж н ° " Р е Д с т а и , 1 т Ь в ъ д р у г о м ъ в и д е , в в е д я 
в м Ь с т о Л и К р а д і у с ы д в у х ъ о с н о в а н і й с л о я . П у с т ь б у д у т ъ г 
г р а д і у с ы о с н о в а н і й LL, и ММ,. З а м е т п в х , ч т о 1С = К' = 
г -*-{К—ну, н а х о д и м ъ : ' 

К.Н = > • ' - / • , " - » - / / ' 
2 ' 

а т а к ъ к а к ъ Л ' — Ю = г ' , т о 
Y = s „т.'г'ч-щ ' n f g 

2 6 ' 
In І,0(!Т" М0Я Р"тяетсл »олуеуммѣ ею ос,ювангіі, умножай,oil 
2шетрот1 СМЖтПОй П 0 6 * Ш ° нмп,„»гЩго эту высоту 

J Т А С П 3 3 3 ) ' о т с е ч е н н а я п л о с к о с т ь ю 
AB, н а з ы в а е т с я сферическими отр„,зкомъ или сегментом,- CI) 
ч а с т ь р а д і у с а п е р п е н д и к у л я р н а я к ъ п л о с к о с т и с е ч е н і я і В 
н а з ы в а е т с я высотою о т р е з к а . ' 

О ч е в и д н о , ч т о п р и н и м а я р а д і у с ъ в е р х н я я о с н о в а н і я ш а р о -
в а г о с л о я р а в н ы м ъ н у л ю , п о л у ч и м ъ о т р е з о к ъ ш а р а : с л е д о в п о -
ложнвъ г,=0 ВЪ в ы р а ж е н і п п р е д ъ и д у щ а г о §, н а й д е м ъ . 

~ / / ; - 2 T . W 
' = 2 ~ ~ Ь "б • 

т. е объемъ шарового отрѣзка равняется половишь объема ци-
линдра одинокой высоты и одинакаго основангя съ отрѣзкомв 
сложенной св обвемомг шара, имѣющаго его высоту дгамапромв. 
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g 2 0 9 Ч а с т ь ш а р о в о й п о в е р х н о с т и A В В С ( ч е р т 3 3 7 ) , с о д е р -
д ж а щ а я с я м е ж д у д в у м » п о л у о к р у ж н о с т я м и ЛОВ 

и ЛСВ б о л ь ш и х ъ к р у г о в ъ , н а з ы в а е т с я дву-
гторонникомв. 

І І о с т р о і ш ь в ъ ц е н т р е ш а р а л и н е й н ы й у г о л ъ 
DOC д в у г р а н н а г о у г л а DBACи п о л о ж и м ъ , ч т о 
Ü C е с т ь д у г а б о л ь ш ' а г о к р у г а , с л у ж а щ а я м ѣ р о ю 
э т о г о у г л а ; DC н а з ы в а е т с я дугою д в у с т о -
р о п н п к а . О ч е в и д н о , ч т о DC е с т ь д у г а б о л ь -
шаго к р у г а п е р п е н д и к у л я р н а г о к ь д і а м е т р у . Ш . 

в О з н а ч и м ъ п о в е р х н о с т ь д в у с т о р о н н п к а ч р е з ъ 
Черт. 3 3 7 . д у г у е г о ч р е з ъ « и р а д і ѵ с ъ ш а р а ч р е з ъ 

Л З а м ѣ т и и ь , ч т о п о в е р х н о с т ь д в у с т о р о н н п к а о т н о с и т с я къ 
п о в е р х н о с т и ш а р а , к а к ъ д у г а д в у с т о р о н н п к а къ о к р у ж н о с т и 

б о л ь ш а г о к р у г а , н а й д е м ъ и о т с ю д а 5 = 2 « . а , т . е . 

поверхность двустороннпка равняется прочзведен/ю ею дуги на 
діажтра шара. 

К о г д а д у г а д в у с т о р о н н п к а р а в н я е т с я ч е т в е р т и о к р у ж н о с т и , т о 
д в у с т о р о н н и й - ! , н а з ы в а е т с я прлмымв. О ч е в и д н о , ч т о п о в е р х н о с т ь 
п р я м а г о д в у с т о р о н н п к а р а в н а ici?. 

О сФерическомъ т р и у г о л ь н и к ѣ . 

3 0 0 . В о з ь м е м ъ н а п о в е р х н о с т и ш а р а ( ч е р т . 3 3 8 ) т р и 
какія н и б у д ь т о ч к и Л, В, С и п р о в е д е м ъ 
ч р е з ъ нн.ѵь д у г и б о л ь ш и х ъ к р у г о в ъ . 
Ч а с т ь п о в е р х н о с т и ш а р а , о г р а н и ч е н н а я 
т р е м я д у г а м и . i ß , ВС и АС, н а з ы в а е т с я 
сферическимв гприу/о.іыгикомв , д у г и AB, 
ІІС и АС п а з ы в а ю т я сторонами т р и у г о л ь -
н и к а В ъ т о ч к е А п р о в е д е м ъ ' к а с а т е л ь -
ным A M и AN к ъ д у г а м ъ i ß и АС; у г о л ь 
MAN, с о с т а в л е н н ы й этими к а с а т е л ь н ы м и , 
п р и н и м а е т с я з а у г о л ь с ф е р и ч е с к а г о т р и -
у г о л ь н и к а м е ж д у е г о с т о р о н а м и AB и АС. 

Черт. 338 . У г о л ь с ф е р н . ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а , з а к л ю -
ч а ю і ц і й с я м е ж д у е г о с т о р о н а м и AB и АС, о з н а ч а е т с я или о д н о й 
б у к в о ю А или т р е м я б у к в а м и ВАС. 

С о е д и н и в ъ т о ч к и Л, В и С с ъ ц е н т р о м ъ ш а р а О , с о с т а в и м ъ 
т р и г р а н н ы й у г о л ъ О ЛВС, к о т о р а г о и л о с к і е у г л ы АОВ, ІіОС и 
СО А и з м е р я ю т с я д у г а м и , а д в у г р а н н ы е у г л ы — у г л а м и сФвр.и-
ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а В ъ с а м о м ъ д ѣ л ѣ , в е р ш и н а п л о с к и х ъ 
у г л о в ъ Л О В , ВОС, и СО А н а х о д и т с я в ъ ц е н т р ѣ , и п о т о м у эти 
у г л ы и з м е р я ю т с я д у г а м и AB, ВС и СЛ. С т о р о н ы ж е АМ и AN 
у г л а MAN п е р п е н д и к у л я р н ы к ъ р а д і у с у 0 , 1 и л е ж а т ь с о о т в е т -
с т в е н н о в ъ п л о с к о с т л х ъ ВЛО и CAO, с л е д о в . MAN е с т ь л и н е й -
н ы й у г о л ъ д в у г р а н н а г о В Л О С . 
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§ 3 0 1 . Такт , к а к ъ , по п р е д ъ и д у щ е м у § , с т о р о н ы и у г л ы СФе-
р и ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а . с у т ь м е р ы п л о с к и х ъ и д в у г р а н и ы х ъ 
у г л о в ъ т р н г р а н н а г о , к о т о р а г о в е р ш и н а н а х о д и т с я в ъ ц е н т р е , 
т о и з ъ э т о г о с л - Ь д у е т ъ : 

1 . К а ж д а я с т о р о н а с ф е р и ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а м е н е е с у м м ы 
д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ (§ 2 1 5 ) . 

2 . С у м м а п о ѣ х ъ с т о р о н ъ с ф е р и ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а м е н е е 
о к р у ж н о с т и б о л ь ш а г о к р у г а (§ 21 Ci). 

3 . С у м м а у г л о в ъ с ф е р и ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а б о л е е д в у х ъ и 
м е н е е ш е с т и п р я м ы х ъ у г л о в ъ (§ 2 1 7 ) . 

4 . В ъ р а в п о б е д р е н н о м ъ с Ф е р и ч е с к о м ъ т р и у г о л ы ш к - l i у г л ы , 
л е ж а щ і е п р о т и в ъ р а в н ы х ъ с т о р о н ъ , р а в н ы )§ 2 2 4 ) . 

5 . Д в а с ф с р и ч о с к и х ъ т р и у г о л ь н и к а , и м к ю щ и х ъ по р а в н о м у 
у г л у , з а к л ю ч е н н о м у м е ж д у д в у м я с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы м и с т о -
р о н а м и , р а в н ы или с и м м е т р и ч н ы (§ 2 2 1 ) . 

0 . Д в а с ф е р и ч е с к и х - ! , т р и у г о л ь н и к а , и м У ю щ и х ъ п о р а в н о й 
сторон-I i , з а к л ю ч е н н о й м е ж д у д в у м я с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы м и 
у г л а м и , р а в н ы или с и м м е т р и ч н ы (§ 2 2 2 ) . 

7 . Д в а с ф с р и ч е с к и х ъ т р и у г о л ь н и к а , и м е ю щ и х ъ с т о р о н ы с о -
о т в е т с т в е н н о р а в н ы я , р а в н ы или с и м м е т р и ч н ы (§ 2 2 0 ) . 

8 . Д в а с ф е р н ч е с к и х ъ т р и у г о л ь н и к а , и м ѣ ю щ н х л , у г л ы с о о т в е т -
с т в е н н о р а в н ы е , р а в н ы или с и м м е т р и ч н ы (§ 2 2 3 ) . 

§ 3 0 2 . 3 л д л ч л Определить площадь сферическаго триуголь-
ника по тремв данньімя угламв его. 

Ргьгиеніс П у с т ь б у д е т ъ в о н е р в ы . ѵ ь A B C 
( ч е р т . 3 3 9 ) р а в н о б е д р е н н ы й с Ф е р и ч е -
с к і й т р и у г о л ь н и к ъ , в ъ к о т о р о м ь AB—ВС. 
П р о д о л ж и в ъ с т о р о н ы т р и у г о л ь н и к а ABC, 
п о л у ч и м ъ т р и о к р у ж н о с т и б о л ь ш и х ъ к р у -
г о в ъ AC ML, ABMN и В СМ. С Ф е р и ч е -
скі і і т р и у г о л ь н и к ъ ANC т а к ж е р а в н о -
б е д р е н н ы й , п о т о м у ч т о с т о р о н ы е г о AN 
и NC с л у ж а т ъ д о и о л н е н і я м и д о п о л у -
о к р у ж н о с т и с т о р о н а м ъ IB и ВС. По с т о -
р о н ы т р и у г о л ь н и к а ANC с о о т в е т с т в е н н о 

Черт. 3 3 9 . р а в н ы с т о р о н а м ъ т р и у г о л ь н и к а HLM В ь 
с а м о м ъ дел-Ь, NCB и CBL с у т ь п о л у о к р у ж н о с т и , с .гЬд. в ы ч т и , 
и з ъ і п і х ъ по д у г е ВС, н а й д е м ъ NC = LB. П о д о б и ы м ъ о б р а з о м ъ 
н а й д е м ъ , ч т о с т о р о н ы АС и LM р а в н ы м е ж д у с о б о ю Н с л е д г . т в і е 
р а в е н с т в а с т о р о н ъ р а в н о б е д р е н н ы е т р и у г о л ы ш к и ANC и LBM 
р а в н ы n с о в м е с т и м ы (§ 3 0 1 с л е д с т в . / ) . 

Е с л и в ъ д в у с т о р о н н н к е BANCB з а м Ь н и м ъ т р и у г о л ь н и к ъ AMC 
т р и у г о л ы ш к о . м ъ HLM и п р и б а в н м ъ к ь н е м у д в у с т о р о н н и к н 
LBCAL и МВАСМ, т о п о л у ч и м ъ п о в е р х н о с т ь п о л у ш а р а АСМІ.В, 
с л о ж е н н у ю с ъ д в у м я т р и у г о л ы ш к а м и ABC. О з н а ч и в ъ п о в е р х -
н о с т ь с ф е р и ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а ч р е з ъ 5 , д у г и и з м е р н ю щ і я 
у г л ы .1, В, 67 ч р е з ъ » , Ь, с и р а д і у с ъ ш а р а ч р е з ъ г, п а й л е м ъ , 
ч т о п о в е р х н о с т ь т р е х ъ д в у с т о р о н н и к о в ъ МВАСМ, LBCAL и 
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BANCB р а в н а (а ч - b ч - с) 2 г {§ 2 9 9 ) и п о т о м у 
2тег ' ч - 2 S = ( а ч - Ь ч - с) 2 г ; 

о т с ю д а S = (а ч - b -h 6 тсг) г. 
Э т а ж е Формула в ы р а ж а е т ъ п л о щ а д ь к а к о г о н и б у д ь с ф е р и ч е -

с к а г о т р и у г о л ь н и к а . Вт. с а м о м ъ дѣ .гЬ п у с т ь б у д е т ъ ЛВС ( ч е р т . 
В 3 4 0 ) како і і н и б у д ь СФеричеекі і і т р и у г о л ь н и к ъ ; 

в о о б р а з н м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ , о п у і ц е п н ы і і и з ъ 
ц е н т р а ш а р а на п л о с к о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ 
т о ч к и Л,В и С, п у с т ь О б у д е т ъ т о ч к о ю в с т р е -
чи э т о г о п е р п е н д и к у л я р а ст. п о в е р х н о с т ь ю СФО-
ч е с к а г о т р и у г о л ь н и к а Л В С Т а к ъ к а к ъ э т о т ъ п е р -

Черт. 3 4 0 . п е н д и к у л я р ъ н а х о д и т с я н а о д и н а к о м ъ р а з с т о н -
ніи о т ъ т о ч е к ъ Л,В и С (§ 2 8 8 ) , т о т о ч к а О р а в н о о т е т о и т ъ о т ъ 
э т и х ъ т о ч е к ъ , и е с л и п р о в е д е м ъ д у г и б о л ь ш и х ъ к р у г о в ъ Л О,ВО 
и ОС, т о эти д у г и , с о о т в ѣ т с т в у ю і ц і я р а в п ы м ъ х о р д а м ъ , б у д у т ъ 
р а в н ы ; с л ѣ д о в . с Ф е р н ч е с к і і і т р и у г о л ь н и к ъ ЛВС р а з д е л я е т с я д у -
гами АО, ВО и СО на т р и р а в п о б е д р е н н ы х ъ с Ф е р и ч е е к н х ъ т р и -
у г о л ь н и к а Л О В , В О С и СОЛ. О з н а ч п в ъ д у г и у г л о в ь т р и у г о л ь н и к а 
ЛОВ ч р е з ъ Ь, и о , , т р и у г о л н н и к а ВОС—чрезъ Ь,,с„ о „ а т р и у -
г о л ь н и к а . Ю С - ч р е з т . a s , о 3 , с „ т о г д а н а й д е м ъ , н о п р е д ъ и д у щ е м у , 
АОВ = ( а , ч - 6 , ч - о, — —г) г, ВОС = (/;, ч - с , -і- о, — тег) г, 

ЛОС = (а 4 ч - о j ч - с , ) — тег) г . 
Е с л и с л о ж и м ъ э т и у р а в н е н і я , о з н а ч и м ъ п л о щ а д ь с ф е р и ч е с к а -

го т р и у г о л ь н и к а ЛВС ч р е з ъ S, д у г и с о о т в е т с т в у ю щ і я е г о у г л а м ъ 
ч р е з ъ и, Ь и с и з а м е т н м ъ , ч т о о , ч - о., ч - о3 р а в н я е т с я о к р у ж -
н о с т и б о л ь ш а г о к р у г а , т е . 2тг»-,то п о л у ч и м ъ 

5 = ( « - і - Ь ч - с — -кг, г. 
Р а з д е л и в ъ о б е ч а с т и э т о г о у р а в н е н і я па т.г\ н а й д е м ъ 

S a + i + c ^ 
К Г * ~ ~ ТСС 

П р и м е м ъ п р я м о й д в у с т о р о н н н к ъ з а е д и н и ц у п о в е р х н о с т и и 
п р я м о й у г о л ь з а е д и н и ц у у г л о в ъ . Т а к ъ к а к ъ в с я к і й д в у г р а н н ы й 
у г о л ъ о т н о с и т с я к ъ с в о е й д у г е , к а к ъ д в а п р я м ы х ъ д в у г р а н и ы х ъ 

у г л а к ъ п о л о в и н е о к р у ж н о с т и б о л ь ш а г о к р у г а , то — = ~ г ; 

/} 2 С 2 ъг.А nr.В т.г.С 
— = — и - = — ; о т с ю д а о = — ; 6 = — и с = — 
b -ісг с тег - л - , 

и п о т о м у = С — I - П о в е р х н о с т ь п р я м а г о д в у -

с т о р о н н п к а р а в н а 7cr'J (§ 2 9 9 ) , а т а к ъ к а к ъ э т у п о в е р х н о с т ь 
п р и н и м а е м ъ з а е д и н и ц у , т о 

с _ ± ± Ч ± С - 1 а - 2 

т . е поверхность сферическаго триугольника равняется полусум-
ме его угловв безв прямаго угли, к о г д а п о в е р х н о с т ь п р я м а г о 
д в у с т о р о н н п к а п р и н и м а е м ъ з а е д и н и ц у п о в е р х н о с т е й , а п р я м о й 
у г о л ъ — з а е д и н и ц у у г л о в ъ . 
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П о д о б і е к р у г л ы х ъ т ѣ л ъ . 
§ 3 0 3 . - Д в а ц и л и н д р а , в ы с о т ы к о т о р ы х ъ п р о п о р ц і о н а л ы і ы р а -

д і у с а м ъ и х ъ о с н о в а н і й , н а з ы в а ю т ! , подобными. 
О ч е в и д н о , ч т о о т ъ о б р а щ е н і я п о д о б н ы х ъ п р я м о у г о л ь н и к о в - ! , 

около с х о д с т в е н н ы х ъ с т о р о н ъ о б р а з у ю т с я п о д о б н ы е ц и л и н д р ы . 
Т К О Р Е м л . Основангя двухъ подобныѵв цчмгидровв относят-

ся какъ квадраты ггхв пысотв. 
Доказ. П у с т ь б у д у т ъ И и Л в ы с о т ы , R и г р а д і у с ы о с п о -

в а н і й д в у х ъ п о д о б н ы х ъ ц и л и н д р о в ъ . Т а к ъ к а к ъ — у~ ' 1 0 

Л Н' ттЛ* Н' 
~ Г — Т Г И п о т о м у г - = -гт . 
г /г J тег- h 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е н і я с л е д у е т ъ , ч т о объемы двух в подобныхв 
цилиндроов относятся какв кубы ихв высошв, п о т о м у ч т о , о з н а ч н в ъ 
о б ъ е м ы д в у х ъ п о д о б н ы х ъ ц и л и н д р о в ъ ч р е з ъ Г и г: и з а м е т и в - ! , , 
ч т о V = -іс Л " Я и v = тУ'/г, н а й д е м ъ — = = . 

v W ri h 
§ 3 0 4 . Д в а к о н у с а , к о т о р ы х ъ в ы с о т ы п р о п о р і о и а л ы і ы р а д і у -

с а м ъ о с н о в а н і і і н а з ы в а ю т с я подобными. 
О ч е в и д н о , ч т о о т ъ о б р а щ е н і я п о д о б н ы х ъ п р я м о у г о л ь н ы х ъ т р и -

у г о л ь н и к о в ъ около с х о д с т в е н н ы х ъ к а т е т о в ъ о б р а з у ю т с я п о д о б -
н ы е к о н у с ы . 

'Г Е о г к м л . Основапія подобныхв конусоев относятся какв 
квадраты ггхв высота. 

Доказ. П у с т ь б у д у т ъ И и Л в ы с о т ы , В и г р а д і у с ы о с и о -
в а н і й д в у х ъ п о д о б н ы х ъ к о н у с о в ъ . Т а к ъ к а к ъ - = —, - , т о 

J »• Л 
В" H' г. It" IP 

— и п о т о м у — = - - . 

И з ъ э т о г о п р е д л о ж е и і я с л ѣ д у е т ъ , ч т о объемы двухв подобныхв 
конусоев относятся какв кубы ихв оысогпв, п о т о м у ч т о , о з н а ч н в ъ 
о б ъ е м ы д в у х ъ п о д о б н ы х ъ к о н у с о в ъ ч р е з ъ V н ѵ, и з а м ѣ т н в ъ 

itr4 .. V т.В H IP 
—тт— , н а н д е м ъ — = — - — - = — . 

3 v тс/1 Л Л 3 

К о в н ч е с к і я с ѣ ч е н і я . 
§ 3 0 5 . Т Е о г Е м л , Сѣченіе конуса плоскостью, перпендику-

лярного ісв оси его, еіть кругв. 
Доказ. П у с т ь б у д е т ъ LM ( ч е р т . 34--1) с-Ь-

ч е н і е п е р п е н д и к у л я р н о е к ъ о с и к о н у с а В О 
и о т о ч к а , в ъ к о т о р о й о с ь в с т р ѣ ч а е т ъ э т о 
с ѣ ч е н і е . Е с л и с о е д и н и м ъ к а к і я н и б у д ь д в е 
т о ч к и a H b л н н і и с е ч е н і я с ъ в е р ш и н о ю В 
и с ъ т о ч к о ю о , т о п о л у ч и м ъ д в а п р я -
м о у г о л ь н ы х ъ т р и у г о л ь н и к а Boa п Bob, ко-
т о р ы е р а в н ы м е ж д у с о б о ю , п о т о м у ч т о 
и м е ю т ъ о б щ і й к а т е т ъ Во и н о р а в н о м у о с -
р о м у у г л у ; сл-Ьдов. иа = об; а это з н а -
ч и т ь , ч т о линія с ѣ ч е н і я е с т ь к р у г ъ , к о т о -

Чсрт. 3 4 1 . р а г о ц е н т р ъ н а х о д и т с я в ъ о. 
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Е с л и р а з с м о т р п м ъ к о н и ч е с к у ю п о в е р х -
н о с т ь Л С В ( ч е р т . 3 4 2 ) , к а к ъ п о в е р х н о с т ь 
о б р а з о в а п н у ю д в п ж е н і е м ъ липін СВ, к о т о -
рой о д и н ъ к о и е ц ъ В с к о л ь з и т ь по о к р у ж -
н о с т и к р у г а AB, м е ж д у т ѣ м ъ к а к ъ д р у -
г о й к о и е ц ъ ^ о с т а е т с я н е и о д и н ж п ы м ъ па 
п е р п е н д и к у л я р е , п о з с т а и л е н н о м ъ ICI. к р у -
АВ н з ъ ц е н т р а е г о ; т о в ъ э т о м ъ с л у ч а е 
п р о д о л ж е п і е о б р а з у ю щ е й СЬ о п и ш е т ъ 
д р у г у ю к о н и ч е с к у ю п о в е р х н о с т ь аСЬ, о б -
р а щ е н н у ю в ъ п р о т и в у п о л о ж п у ю с т о р о н у , 

п о в е р х н о с т и , п р о и с ш е д ш і я о г ь 
одпоі і и т о і і ж е л и ш и , н а з ы в а -

к о і і у с а . 
и о г д а и е р е с і і ч е м ъ к о н у с ъ АСВ нло-

Черт. 342. с к о с т і . ю LM, в с т р е ч а ю щ е ю в с е о б р а з у ю -
щ і я , т о i n . с і і ч е н і и п о л у ч и т с я с о м к н у т а я к р и в а я лннія Im, к о -
т о р а я н а з ы в а е т с я олипснсомв. 

К о г д а п л о с к о с т ь с е ч о п і я LM ( ч е р т . 3 4 3 ) п а р а л л е л ь н а о д н о й 

п о л у ч и т с я 
к р и в а я липія І т / і , 
о г р а н и ч е н н а я с ъ 
о д н о й с т о р о н ы и 
б е з п р е д е л ь н о п р о -
с т и р а ю щ а я в ъ д р у -
г у ю с т о р о н у ; э т а 
к р и в а я н а з ы в а е т с я 
параболою. 

Н а к о и е ц ъ к о г д а 
п л о с к о с т ь с е ч е н і я 
LM ( ч е р т . 3 4 4 ) п а -
раллельна о с и к о н у -
с а , о н а н е р е с е ч е т ъ 
о б е п о л о с т и к о п у -

" Ѵ І - с а В ъ э т о м ь с л у ч а е 
Черт. 3 4 3 . Черт. 3 4 4 . п о л у ч а ю т с я в ъ Ск-

ч е н і и д в е к р и в ы я iivw и и , ѵ , ы , , о г р а н и ч е н н ы « с ъ о д н о й с т о -
р о н ы и б е з п р е д е л ь н о п р о с т и р а ю щ і я с н в ъ д р у г у ю с т о р о н у ; э т и 
д в е к р и в ы я в м е с т е н а з ы в а ю т с я гиперболою. 

Э л л и п с и с ъ , п а р а б о л а и г и п е р б о л а н а з ы в а ю т с я коническими 
сѣченіямп. 

Э т и лнніи с т о л ь ж е з а м е ч а т е л ь н ы по с в о и м ъ г е о м е т р н ч е -
с к и м ъ с в о й с т в а м * , к а к ъ и н о с в я з и и х ъ с ъ м н о г о ч и с л е н н ы м и 
яи. існіями п р и р о д ы . 
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З а д а ч и . 
2 4 1 . П л о с к о с т ь п е р е с е к а е т * ш а р ь , р а д і ѵ с а в ъ 1 0 Ф, по к р у -

г у , к о т о р а г о р а д і у с ъ р а в е н ъ 8 Ф; о п р е д е л и т ь р а з с т о я н і е э т о й 
п л о с к о с т и о т ъ ц е н т р а ш а р а . 

2 4 2 . Н а й т и п о с р е д с т в о м * н о с т р о е н і я р а д і у с ъ д а н н а г о ш а р а . 
2 4 3 . О п р е д е л и т * о б ъ е м ъ у с е ч е н н а я к о н у с а , к о т о р а г о в ы с о -

т а р а в н а 1 , 3 5 , a р а д і у с ы д в у х ъ о с н о в а н і й р а в н ы 0 , 9 0 и 0 , 6 5 . 
2 4 4 . П о д а н н о й п о в е р х н о с т и ш а р а S о п р е д е л и т ь е г о о б ъ е м ъ . 
2 4 5 . О п р е д е л и т ь п о в е р х н о с т ь и о б ъ е м ъ з е м н а г о ш а р а , п р и н и -

мал р а д і у с ъ е г о р а в н ы м ъ 6 3 6 , 6 2 м и р і а м е т р а м ъ . 
2 4 6 . О п р е д е л и т ь р а д і ѵ с ъ ш а р а , к о т о р а г о п о в е р х н о с т ь = 1 к в . Ф. 
2 4 7 . П о л у ш а р ъ с о д е р ж и т * 5 к у б . Ф у т ; о п р е д е л и т ь р а д і у с ъ е г о . 
2 4 8 . О п р е д е л и т ь п о в е р х н о с т ь ж а р к а г о п о я с а з е м л и , п р и н и -

мая в ы с о т у е г о р а в н о ю 5 0 7 м п р і а м е т р . и р а д і у с ъ з е м л и р а в -
н ы м ъ 6 3 6 , 6 2 миріам. 

2 4 9 . О п р е д е л и т ь п о в е р х н о с т ь х о л о д н о й п о л о с ы з е м л и , п р и -
нимая в ы с о т у е я р а в н о й 5 2 , 6 5 мпріам , а | а д і у г . ъ з е м л и в ъ 6 3 2 , 6 2 

м п р і а м е т р . 
2 5 0 . О п р е д е л и т ь в ы с о т у ц и л и н д р а , р а д і у с ъ о с н о в а п і л к о т о -

р а г о р а в е н ъ 8 Ф. И к о т о р ы й с о д е р ж и т * 4 8 6 к у б . Фут 
2 5 1 . О п р е д е л и т ь о б ъ е м ъ к о н у с а , к о т о р а г о в ы с о т а р а в н а 1 2 Ф., 

а о б р а з у ю щ а я — 1 5 Ф. 
2 5 2 . О б ъ е м ъ к о н у с а р а в е н ъ 1 к у б . Фут., a р а д і у с ъ о с п о в а н і я 

е г о е с т ь т р е т ь е г о в ы с о т ы ; о п р е д е л и т ь э т о т ъ р а д і у с ъ . 
2 5 3 . Л и т р ъ , с л у ж а щ і й Французскою м е р о ю для ж и д к о с т е й , 

е с т ь ц и л и п д р ъ , к о т о р а г о в ы с о т а в д в о е б о л е е д і а м е т р а е г о о с и о -
в а н і я и к о т о р а г о в м е с т и м о с т ь р а в н а 1 к у б . д е ц и м е т р у . О п р е -
д е л и т ь в ы с о т у и р а д і у с ъ о с н о в а н і я л и т р а . 

2 . 4 О п р е д е л и т ь о т н о ш е и і е п о в е р х н о с т е й и о б ъ е м о в * д в у х ъ 
ц и л и н д р о в * , п р о и с ш е д ш и х ъ о т ъ о б р а щ е н і я п р я м о у г о л ь н и к а 
о к о л о е г о о с н о в а н і я и в ы с о т ы . 

2 5 5 . Ц и л и н д р * м ы л ь н о й в о д ы , к о т о р а г о в ы с о т а р а в н а 2 мил-
л и м е т р а м ! . , a р а д і у с ъ о с п о в а н і я т а к ж е р а в е н ъ 2 миллим., м о ж е т ъ 
о б р а з о в а т ь п у з ы р ь , к о т о р а г о р а д і у с ъ р а в е н ъ 5 4 миллиметр. О п р е -
д е л и т ь т о л щ и н у о б о л о ч к и п у з ы р я . 

2Г>6 О к о л о к р у г а , к о т о р а г о р а д і у с ъ р а в е н ъ г , о п и с а н ъ к в а д -
р а т * и р а в н о с т о р о и н і й т р и у г о л ь н и к ъ , к о т о р а г о о с н о н а п і е п а -
р а л л е л ь н о с т о р о н е к в а д р а т а . О п р е д е л и т ь о т н о ш е н і е п о в е р х н о -
с т е й и о б ъ е м о в * ш а р а , ц и л и н д р а и к о н у с а , п р о и с ш е д ш и х ъ о т ъ 
о б р а щ е н і я к р у г а , к в а д р а т а и т р и у г о л ы ш к а о к о л о в ы с о т ы т р и -
у г о л ы ш к а . 



Р Ѣ Ш Е Ш Е ЗАДАЧЪ. 

Ч А С Т Ь I . и Л Л І І І І Н І І ' 1 ' І ' І Я . 

Г Л А В А I I . 

1 . I I a п р о и з в о л ь н о н а ч е р ч е н н о й п р я м о й о т к л а д ы в а ю т с я , п о -
с р е д с т в о м ! . ц и р к у л я , о д н а з а д р у г о й , в с е д а н н ы я лнпйі . 

2 . Т о ж е п о с т р о е н і е . 
3 . l i a линіп AB о т к л а д ы в а е т с я м е н ь ш а я линія MN. 
4 . И з ъ о б о и х * к о н ц о в т , п р я м о й AB о п и с ы в а ю т с я о к р у ж н о с т и 

р а в н ы м и р а д і у с а м и ; л п н і я , с о е д и н я ю щ а я т о ч к и п е р е с ѣ ч е и і я 
д в у х ъ о к р у ж н о с т е й , р а з д ѣ л н т ъ л и ш ю AB п о п о л а м ъ . 

5. Л и н і я AB д ѣ л и т с я п о п о л а м ъ , к а ж д а я ч а с т ь о п я т ь п о п о -
л а м ъ и т . д . 

6 . Е с л и с л о ж н м ъ лпнін s и d и р а з д е л и м * л и п і ю « + іі по-
п о л а м ъ , т о п о л у ч и м ъ б о л ь ш у ю и з ъ д в у х ъ и с к о м ы х * л и н і й ; 
е с л и ж е и з ъ s в ы ч т е м * d и р а з д е л и м * л ин ію л — d п о п о л а м ъ , 
т о п о л у ч и м ъ м е н ь ш у ю и з ъ д в у х ъ и с к о м ы х ъ л н н і й . 

7 . Т о ж е п о с т р о е н і е к а к ъ в ъ з а д . 4 . 
8 . І і о о б е и м * с т о р о н а м ъ т о ч к и О о т к л а д ы в а ю т с я р а в н ы я ч а -

с т и ОМ и ON и и з ъ т о ч е к ъ M и N о п и с ы в а ю т с я д у г и р а в н ы м и 
р а д і у с а м и ; л н н і я , с о е д п ш п о щ а я т о ч к у п е р е с і і ч е н і я э т и х ъ д у г ъ 
с ъ т о ч к о ю О , б у д е т ъ и с к о м ы й п е р п е н д и к у л я р ъ . 

9 . И з ъ т о ч к и M о п и с ы в а е т с я о к р у ж н о с т ь , п е р е с ѣ к а ю щ а я 
п р я м у ю A B в ъ т о ч к а . ѵ ь 1 ' и С>; и з ъ т о ч е к ъ I ' и Q о п и с ы в а ю т с я 
д у г и " р а в н ы м и р а д і у с а м п ; линія , с о е д и н я ю щ а я т о ч к у и е р е с ѣ ч е -
мія э т и х ъ д в у х ъ д у г ъ с ъ т о ч к о ю М, б у д е т ъ и с к о м ы й п е р п е н -
д и к у л я р ъ . 

1 0 . И з ъ т о ч к и M о п у с к а е т с я п е р п е н д и к у л я р ъ н а л и н і ю AB. 
И . П е р п е н д и к у л я р ъ , в о з с т а в л е п н ы й в ъ с р е д и н ѣ п р я м о й A B . 
1 2 . И з ъ т о ч і ш О о п и с ы в а е т с я п р о и з в о л ь н ы м * р а д і у с о м ъ д у -

г а , к о т о р а я п е р е с е ч е н . с т о р о н ы у г л а в ъ т о ч к а х * L и ІУІ, и з ъ 
т о ч к и А о п и с ы в а е т с я т ѣ м ь ж е р а д і у с о м ъ д у г а , к о т о р а я п е р е с е -
ч е т * п р я м у ю AB в ъ т о ч к е С, н а к о н е ц * и з ъ т о ч к и С р а д і у с о м ъ 
LM о п и с ы в а е т с я д у г а , к о т о р а я п е р е с е ч е т * п е р в у ю д у г у в ъ 
т о ч к ѣ D. С о е д и н и в * т о ч к и 1) и Л, п о л у ч и м ъ у г о л ъ ÜAC, р а в -
н ы й у г л у LOM. 
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13. П р о в е д я п р о и з в о л ь н у ю л и п і ю AB, с о с т а в и м * п р и к а к о й 
н и б у д ь е я т о ч к е А у г о л ъ CAB, р а в н ы й п е р в о м у и з ъ д а п н ы х т , 
у г л о в ъ ; п р и т о й ж е т о ч к е А с о с т а в н м ь н а линіи АС у г о л ъ , 
р а в н ы й в т о р о м у и з * д а н н ы х * у г л о в ъ и. т . д . 

14. Т о ж е п о с т р о е н і е . 
1 5 . П р о в е д я п р о и з в о л ь н у ю п р я м у ю A B , с о с т а в и м ъ п р и к а к о й 

п и б у д ь т о ч к ѣ ея Л у г л ы CAB и DAB, р а в н ы е д а н н ы м * у г л а м ъ ; 
т о г д а у г о л ъ CAD б у д е т ъ и с к о м ы й у г о л * . 

16. И з ъ в е р ш и н ы А о п и с ы в а е м * п р о и з в о л ь н ы м * р а д і у с о м ъ 
д у г у , к о т о р а я п е р е с ѣ ч е т ъ с т о р о н ы у г л а в ъ В и С; и з ъ т о ч е к * В 
и С о п и с ы в а е м ъ о д и и а к и м и р а д і у с а м и д у г и , к о т о р ы я п е р е с е -
к у т с я в ъ т о ч к ѣ D; лииія AD р а з д е л и т * у г о л ъ п о п о л а м ъ . 

17. Р а з д е л и в * у г о л ъ ВАС п о п о л а м ъ , д ѣ л и м ъ к а ж д у ю ч а с т ь 
с н о в а п о п о л а м * и. т . д . 

18. П у с т ь б у д у т ъ s и d с у м м а и р а з н о с т ь д в у х * и с к о м ы х ъ 
у г л о в ъ . С л о ж и в ъ s и d и р а з д е л и в * у г о л * s н - d п о п о л а м ъ , п о л у -
ч и м ъ б о л ы и і й и з ъ и с к о м ы х ъ у г л о в ъ ; в ы ч т я d и з ъ s и р а з д е л и в * 
у г о л ъ s — d п о п о л а м * , н а й д е м * м е н ь ш і й н з ъ д в у х ъ и с к о м ы х ъ 
у г л о в * . 

19. Р а з д е л и в * л и н і ю ВС п о п о л а м * , с о е д и н и м * с р е д и н у е я 
с ъ т о ч к о ю А. 

20. О п у с т и в * и з ъ L п е р п е н д и к у л я р ъ ІКІ AB, п р о д о л ж и м * е г о 
н а р а в н о е р а з с т о я и і ѳ по д р у г у ю с т о р о н у AB-, л и н і я , с о е д и н я ю -
щ а я к о н е ц * е г о с * т о ч к о ю М, п е р е с е ч е т * AB в * и с к о м о й т о ч к е . 

21. И з ъ т о ч к и А о п у с к а е м * п е р п е н д и к у л я р * иа л и н і ю , д е л я -
щ у ю у г о л * LOM п о п о л а м * . 

22. П е р п е н д и к у л я р ъ , в о з с т а в л е п н ы й в ъ с р е д и н е NM, п е р е с ъ -
ч е т ъ AB в * и с к о м о й т о ч к е . 

23. Л и н і я , д е л я щ а я у г о л ъ АОС п о п о л а м ъ . 
24. Л и н і я , д ѣ л я щ а я у г о л ь д в у х ъ п р я м ы х ъ J.MHPQ п о п о л а м ъ , 

н е р е с - І і ч е т ъ п р я м у ю Л В в ъ и с к о м о й т о ч к е . 
25. Н а п р о и з в о л ь н о в з я т о й липіи о т к л а д ы в а е т с я о д н а п з ъ 

д а н н ы х * с т о р о н ъ , а и з ъ к о п ц е в * е я , р а д і у с а м и р а в н ы м и д в у м * 
д р у г и м * с т о р о н а м * , о п и с ы в а ю т с я д у г и , п е р е с - Ь ч е н і е к о т о р ы х ъ 
о п р е д е л и т ь т р е т ь ю в е р ш и н у т р и у г о л ы ш к а . В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ 
т о л ь к о т о г д а , к о г д а н а и б о л ь ш а я н з ъ д а п н ы х ъ с т о р о н ъ м е н ь ш е 
с у м м ы д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н * . 

26. П о с т р о и в ъ у г о л * , р а в н ы й д а н н о м у , о т к л а д ы в а е м * п а с т о -
р о н а х ъ о г о д а н н ы я с т о р о н ы . 

27. I I a п р о и з в о л ь н о й п р я м о й о т к л а д ы в а е м ъ д а н н у ю с т о р о н у 
и п р и к о н ц а х ъ е я с т р о н м ъ д в а у г л а , р а в н ы е д а н н ы м ъ у г л а м ъ ; 
г і е р е с е ч е н і е д в у х ъ с т о р о н ъ э т и х ъ у г л о в ъ о п р е д е л и т * т р е т ь ю 
в е р ш и н у т р и у г о л ы ш к а . 

28. П о с т р о и в * у г о л ъ ВАС, р а в н ы й д а н н о м у у г л у , о т к л а д ы в а е т * 
н а о д н о й и з * с т о р о н ъ е г о ч а с т ь Л С, р а в н у ю д а й н о й с т о р о н е н е 
п р о т и в у л е ж а щ е й д а н н о м у у г л у , и и з ъ т о ч к и С о п и с ы в а е м * р а -
д і у с о м ъ , р а в н ы м ъ д р у г о й с т о р о н е , д у г у , п с р с с е ч е н і е к о т о р о й 
с ъ с т о р о н о ю AB о п р е д е л и т * т р е т ь ю в е р ш и н у т р и у г о л ь н и к а . 
В о п р о с ъ в о з м о я ; е н ъ т о л ь к о т о г д а , к о г д а д у г а и п р я м а я п е р е -
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с ѣ к у т с я , т . ѳ. когда сторона , противулежащая данному у г л у , 
больше перпендикуляра, о п у щ е н н а г о и з ъ С на ЛВ. Если при 
этомъ сторона , протнвуложащая данному углу , менЬѳ д р у г о й 
с т о р о н ы , то в о п р о с ъ д о н у с к а е т ъ дна рі ішенія ; когда же эта 
с т о р о н а равна перпендикуляру о п у щ е н н о м у и з ъ С на ЛИ, то 
искомый триугольникъ б у д е т ъ прямоугольный и в о п р о с ъ д о п у -
с к а е т ъ только одно р ѣ ш е н і е . Если сторона , лежащая про-
т и в ъ даннаго угла, больше д р у г о й с т о р о н ы , то в о п р о с ъ также 
д о н у с к а е т ъ толі.ко одно р ѣ ш е н і е . 

29 . I Ia одной и з ъ с т о р о н ъ прямаго угла о т к л а д ы в а е т с я дан-
ный к а т е т ъ н изъ конца е г о о п и с ы в а е т с я р а д і у с о м ъ , равпымъ 
г и п о т е н у з е , д у г а , н е р е с ѣ ч е н і е которой съ другой с т о р о н о ю 
прямаго угла опредѣлитъ т р е т ь ю в е р ш и н у триугольника . 

3 0 . П о с т р о и в ъ уголъ , равный данному у г л у , откладываемъ на 
одной и з ъ е г о с т о р о н ъ ч а с т ь р а в н у ю г и п о т е н у з е и и з ъ конца 
ея о п у с к а е м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ на д р у г у ю с т о р о н у у г л а . 

31 . Л о с т р о и в ъ уголъ ВАС, равный данному у г л у , отклады-
ваемъ на с т о р о н е ЛВ ч а с т ь АМ, р а в н у ю данной с т о р о н е , и на 
АС ч а с т ь AN, р а в н у ю данной р а з н о с т и д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ . 
В ъ с р е д и н е линіи MN в о з с т а в л я е м ъ перпендикуляръ, который 
н е р ѳ с ѣ ч е т ъ линію АС в ъ т о ч к е D; AMD б у д е т ъ искомый три-
угольникъ. В о п р о с ъ возможенъ только тогда , когда т о ч к а D 
лежитъ на продолженіи линіи AN. 

32 . П о с т р о и т , у г о л ъ ВАС, равный данному углу , отклады-
в а е м ъ на ЛВ ч а с т ь АМ, р а в н у ю данной с т о р о н е и на АС ч а с т ь 
ДА', р а в н у ю данной сумме д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ . В ъ с р е д и 
не линіи MN в о з с т а в л я е м ъ перпендикуляръ, который п е р е с е -
ч е т ъ ЛС в ъ т о ч к е D\ AMD б у д е т ъ искомый триугольникъ. В о -
п р о с ъ возможенъ только тогда , когда точка D лежитъ между 
точками А и N. 

3 3 . О п у с т н м ъ и з ъ L перпендикуляръ па AB и продолжимъ 
его на р а в н о е р а з с т о я н і е ; линія, с о е д и н я ю щ а я по д р у г у ю с т о -
р о н у ЛВ, к о н е ц ъ его с ъ т о ч к о ю М, н е р о с е ч е т ъ AB в ъ искомой 
т о ч к е . 

Г Л А В А III . 

34 . 1) И з ъ точки Л о п у с к а е м ъ нерпеидикуляръ АР на лииію 
LM и в ъ той же т о ч к е А в о з с т а в л я е м ъ перпендикуляръ къ АР. 

2 ) Ч р е з ъ А ироводпмъ произвольную лииію, п е р е с е к а ю щ у ю 
L M в ъ т о ч к е Р и строимъ при т о ч к е А па лииіи АР у г о л ъ , р а в -
ный у г л у АРМ. 

35 . При какой и и б у д ь т о ч к е Р прямой LM строимъ у г о л ъ MPQ, 
р а в н ы й данному у г л у , и проводимъ ч р е з ъ т о ч к у A линію, па-
раллельную QP. 

3<>. Линіп, параллельная прямой LM и н а х о д я щ а я с я отъ нея-
на разстояніи а . 

3 7 . Двадцати ш е с т и прямымъ угламъ. 3 8 . Семнадцать . 
39. Р а з д ѣ л и в ъ м п о ю у г о л ы і н к ъ діагоналіімн на триугольники, 

строимъ последовательно рядъ т р и у г о л ь н и к о в ъ имъ р а в н ы х ъ . 
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4 0 . Прямой у г о л ъ . 
41 . Изъ какой пнбудь точки / . п р я м о й LM о и н с ы в а е м ъ радіу-

сомъ а д у г у , которая г і е р е с е ч е т ъ прямую PQ в ъ т о ч к е Л; пря-
мая, п р о в е д е н н а я изъ точки А параллельно липін LR б у д е т ъ 
искомая лннія . В о п р о с ъ д о н у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е н і н . 

4 2 . Проведя ч р е з ъ Л произвольную п р я м у ю АС и отложивъ 
па ней « р а в н ы х ъ по произвольныхъ ч а с т е й , соединимъ ко-
н е ц ъ последней части С с ъ т о ч к о ю В и проведемъ ч р е з ъ в с ѣ 
точки д е л е H ія лппіи АС прямыя, параллельны« прямой СВ. 

43 . Ч р е з ъ О проводимъ линію параллельную АС, которая 
п е р е с е ч е н , с т о р о н у ЛВ в ъ т о ч к е D\ откладываемъ на с т о р о н е 
ЛВ часть DB = AD и проводимт, прямую ч р е з ъ точки В и О. 

4 4 . При какой нибудь т о ч к е Л, произвольно взятой прямой ЛВ, 
с т р о и м ъ угол ь ВАС, равный одному изъ д а н н ы х ъ у г л о в ъ и про-
нодимъ линію, параллельную прямой AB, на разстояпін h отъ 
иея ,—положимъ, ч т о она п е р е с і і ч е т ъ линііо АС в ъ т о ч к е С; про-
водимъ ч р е з ъ С прямую, которая с о с т а в и т ь с ъ л и н і е ю AB уголъ 
равный второму изъ д а н н ы х ъ у г л о в ъ и п е р е с і і ч е т ъ лпнію AB 
положим-!, в ъ В, ABC б у д е т ъ искомый т р и у г о л ь н и к ъ . 

4 5 . Вт. с р е д и н е D линіи AB, равной данному о с н о в а н и е , воз-
с т а в л я е м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ и в ъ какоіі нибудь т о ч к е Е его 
с т р о и м ъ у г о л ъ DF.F р а в н ы й половине даннаго угла ; прово-
дим!. за г Ь м ъ изъ ,1 линію параллельную EF, которая п е р е с е -
ч о т ъ DE в ъ т о ч к е С, т о г д а ЛВС б у д е т ъ искомый т р и у г о л ы ш к ъ . 

4 6 Построив - ! , у г о л ъ ВАС р а в н ы й данному у г л у , проведемъ 
лннію параллельную с т о р о н е АС на р а з с т о я н і н h отъ пен, ко-
т о р а я п е р е с е ч е т ъ AB, положимъ в ъ т о ч к е В, т о г д а ЛВ е с т ь 
одна и з ъ с т о р о н ъ искомаго триугольника . В ы ч т я ЛВ и з ъ пери-
метра р, н о л у ч а е м ъ сумму д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ , и в о п р о с ъ 
проводится къ зад . 3 2 . 

4 7 . I I a линіи AB, равной данному периметру р, строимъ т р и -
у г о л ы ш к ъ ЛВС, имеюіцій д а н н ы е углы m и и, ирилежащіе с т о -
р о н е ЛВ. П у с т ь б у д е т ъ Р точка п е р е с е ч е н і я лииій, д е л я щ и х ъ 
углы Л и В пополамъ; проводимъ и з ъ Р линіи параллельны« 
с т о р о н а м ъ ВС и АС, п е р е с е к а ю щ і я AB, положимъ, в ъ т о ч к а х ъ 
R n С; т о г д а PQR б у д е т ъ искомый триугольникъ. 

4 8 . В о п р о с ъ приводится къ п о с т р о е н і ю триугольника , кото-
раго стороны б у д у т ъ : данная с т о р о н а параллелограмма и по-
ловины д в у х ъ его діагоиалей. 

Г Л А В А 1 Y . 

49. Прямой уголъ. 5 0 . В о с е м ь Ф у т о в ъ . 51 . Два Фута 5 2 . У г о л ъ 
т у п о й . 

5 3 . Е с л и о г ь периметра отнимемъ данный к а т е т ъ Ь, то 
получимъ сумму г н н о т е н у з ы и д р у г а г о к а т е т а ; с л е д о в , п о с т р о е -

18 * 
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nie т р и у г о л ы ш к а п р и в о д и т с я къ э а д а ч ѣ 3 2 . Г и п о т е н у з а б у д е т * 
(р—ъу + ь* 

р а в н я т ь с я — - — . 

54.. / = ] / ! (6* н - о") — а " 

5 5 . Н а ч е р т и т , какоіі н и б у д ь у г о л ъ ВАС, о т к л а д ы в а е м * н а 
с т о р о н е AB ч а с т и АМ=а и MN = Ь, н а с т о р о п ѣ же АС—часть 
АР = с ; с о е д и н и в * з а т ѣ м * Р и Л/, п р о в о д и м * ч р е з ъ N лииію па-
раллельную MP, к о т о р а я п е р е с е ч е т * АС, положим*, в ъ т о ч к е 
С»; PQ б у д е т * искомая линія. 

5 6 П р о в е д я ч р е з * А п р о и з в о л ь н у ю лнпію АС, о т к л а д ы в а е м * 
н а п е н л п н і и AM и MN, о т н о ш е п і о к о т о р ы х ъ р а в н я л о с ь бы д а н н о -
му о т н о ш е н і ю , с о е д и н я е м * N и В и п р о в о д и м * ч р е з * M линію 
параллельную NB. 

5 7 . П р о в е д я ч р е з * А п р о и з в о л ь н у ю лнпію АС, о т к л а д ы в а е м * 
на ней АМ = т\ MN = и; NP = p; PQ = q, с о е д и н я е м * Q и В 
и и р о в о д н м ъ ч р е з ъ т о ч к и Р , N и M липіп параллельныя къ QB. 

5 8 . Н а лнпіи ВС о п р е д ѣ л я е м ъ т о ч к у J т а к ъ , ч т о б ы - ^ j = - , 
т о г д а AI б у д е т * искомая линія В о п р о с ъ д о п у с к а е т * д в а р і і ш е -
нія , с о о т в ѣ т с т в у ю щ і я положенію т о ч к и I на п р о д о л ж е н і и л и н і и 
В С 'или между точками В и С. 

5 9 . И з ъ какой нибудь т о ч к и D липіи АС о п у с к а е м * п е р п е н -
д и к у л я р * DE на липію AB и и з * D, р а д і у с о м ъ DE, о п и с ы в а е м * 
д у г у , п е р е с ѣ к а ю щ у ю AI в ъ т о ч к е F. Е с л и ч р е з ъ I п р о в е д е м ъ 
л и нііо параллельную DF, т о она п е р е с е ч е т * линію АС в ъ и с к о -
мой т о ч к е . 

6 0 . І І р о в е д я ч р е з * / л и н і ю параллельную AB, положим*, ч т о о н а 
п е р е с ѣ ч е т * линію АС или продолженіе ея в ъ В ; о т л о ж и м * па АС _ _ Al) m _r . 
т а к у ю ч а с т ь DE, ч т о б ы = - ; т о г д а ЕІ о у д е т ъ искомая л и н і я . 

6 1 . Параллельная к * AB. 
6 2 . Р а з с т о я н і е д в у х * с т о р о н * в * 9 ч у т о в ъ , р а в н о е 2 Фут., 

о т н о с и т с я къ искомому р а з с т о я н і ю , к а к * 3 к * 9 ; с л ѣ д о в . и с к о -
мое р а з с т о я н і е р а в н о 6 Фут. 

6 3 . П о с т р о и в * параллелограмм* ABCD, в * к о т о р о м ъ AB = 2 / , 
ВС — 21, и д іагональ Л С = 2 / „ , д е л и м * д р у г у ю діагонэль BD н а 
т р и р а в н ы я ч а с т и в * т о ч к а х * I и H; Al H б у д е т ъ и с к о м ы й т р и -
у г о л ь н и к ъ . В о п р о с ъ в о з м о ж е н * только т о г д а ; когда б о л ь ш а я и з ъ 
линій / , I, и I, м е н ь ш е суммы д в у х ъ д р у г и х ъ лииій. 

. Д р у г а я с т о р о н а р а в н а "|/~ rf" h ~ - а " 6 4 

6 5 . С т р о и м * п о с л е д о в а т е л ь н о у г л ы , р а в н ы е угламъ д а н н а г о 
м н о г о у г о л ь н и к а и с т о р о н ы , г іропорціопалыіыя с т о р о н а м ъ е г о , 
принимая AB з а п е р в у ю с т о р о н у и с к о м а г о м н о г о у г о л ь н и к а . 

6 6 . П у с т ь б у д е т * Л наиболыпій у г о л * д а н н а г о т р и у г о л ы ш к а 
ABC. И з * т о ч к и А о п у с к а е м * п е р п е н д и к у л я р * АР на с т о р о н у 
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ВС п р о в о д и м * липію АН параллельную В С и д е л а е м * АН =• AI ; 
положимъ, ч т о ВН п е р е с е ч е т * АС в ъ т о ч к е N-, и з * N о п у с к а -
е м * п е р п е н д и к у л я р * NT на ВС-, NT б у д е т ъ с т о р о н а и с к о м а г о 
к в а д р а т а . 

6 7 . П у с т ь б у д е т ъ A наиболыпій у г о л * д а н н а г о т р и у г о л ы ш к а 
ABC И з * т о ч к и А о п у с к а е м * п е р п е н д и к у л я р * АР на с т о р о н у 

AH m ,, 
ВС, п р о в о д и м * АН параллельно ВС и дѣ . і аемъ — = — . п о л о -
ж и м * ч т о линія В H н е р е с ѣ ч ѳ т * АС в * т о ч к е N И з * N о п у -
с к а е м * п е р п е н д и к у л я р * NF на В С ; NF б у д е т * одна и з ъ с т о -
р о н * и с к о м а г о т р и у г о л ы ш к а . 

6 8 П у с т ь б у д е т * M одна и з * и с к о м ы х * т о ч е к ъ и О с р е д и -
на линіи AB, п м ѣ е м * AM' ч- ВЙГ = = 2 ( Д Ю " - н АО') = m (à 7 1 ) . 
С л ѣ д о в . МО е с т ь в е л и ч и н а п о с т о я н н а я т . е . и с к о м о е г е о м е т р и -
ч е с к о е м е с т о е с т ь о к р у ж н о с т ь , к о т о р о й ц е н т р * н а х о д и т с я в * О. 

Г Л А В А У . 

69. Ч а с т ь ЛИНІИ, п р о х о д я щ е й ч р е з ъ д а н н у ю т о ч к у и ц е н т р * 
к р у г а . 

7 0 . Ч а с т ь лппіп, п р о х о д я щ е й ч р е з ъ д а н н у ю т о ч к у и ц е н т р * 
к р у г а . , 

7 1 . Ч а с т ь лииіи, п р о х о д я щ е й ч р е з * ооа ц е н т р а . 
7 2 . Наложить х о р д у д а н н о й д у г и д в а , т р и р а з а и т . д . 
73 С о е д и н и в * т о ч к у А с * ц е н т р о м * О, п р о в е д е м * ч р е з * 

А п е р п е н д и к у л я р * къ АО. 
74 . В ъ с р е д н н ѣ х о р д ы в о з с т а в л я е м ъ п е р п е н д и к у л я р * и по-

в т о р я е м ъ это п о с т р о е н і о два , три р а з а и т . д . 
7 5 . Лі інія п е р п е н д и к у л я р н а я къ с р е д и н е прямой АН. 
76 . В о з с т а в н в * в ъ с р е д и н е линіи AB п е р п е н д и к у л я р ъ , опи-

ш е м * и з * т о ч к и А д а н н ы м * р а д і у с о м * д у г у ; п е р е с е ч е т е этой 
д у г и и п е р п е н д и к у л я р а е с т ь ц е н т р ъ и с к о м а г о к р у г а . В о п р о с * 
в о з м о ж е н * только т о г д а , когда д а н н ы й р а д і у с * н е м е н ь ш е • 

7 7 . В з я в * на д у г е или о к р у ж н о с т и т р и какія н и б у д ь т о ч к и 
А, В и С, в о з с т а в л я е м ъ п е р п е н д и к у л я р ы в * с р е д и н * х о р д * AU 
и ВС-, т о ч к а н е р е с ѣ ч е н і я э т и х * п е р п е и д и к у л н р о в * б у д е т * и с к о -
мый ц е н т р * . 

7 8 . П е р п е н д и к у л я р ъ к * прямой AB в * т о ч к е М. 
7 9 . В о з с т а в н в * в ъ т о ч к е M п е р п е н д и к у л я р * к * прямой AB, 

о т к л а д ы в а е м * на э т о м * п е р п е н д и к у л я р е ч а с т ь МО, р а в н у ю д а н -
пому р а д і у с у . 

8 0 В о з с т а в п м * въ т о ч к е M п е р п е н д и к у л я р * къ прямой ли, 
и д р у г о й п е р п е н д и к у л я р * в ъ с р е д н и е линіи MN, т о ч к а п е р е -
с У ч е н і я д в у х ъ п е р п е н д и к у л я р о в * б у д е т * ц е н т р * и с к о м а г о к р у г а . 

8 1 . Параллель к ъ л и п і и AB на р а з с т о я н і и г о т ъ й е н , п е р е с е ч е т * 
лниіго MN в ъ т о ч к е , к о т о р а я б у д е т * ц е н т р о м * и с к о м а г о к р у г а . 
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В о п р о с - ! , н е в о з м о ж е п ы й или н е о п р е д ѣ л е н ы й , к о г д а линіи A ß ц Ш 
П а р а л л е л ь н ы , 

8 2 . П а р а л л е л ь к ь линіи A ß па р а з с т а ш і и г о т ъ н е я п е р е с ѣ -
« р у г а а К І > у ж ' ю с т ь в ъ Т 0 Ч К ' Ь ' к о т о р а я б у д е т ъ ц е н т р о м ъ и с к о м а г о 

В о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е н і я , о д н о р Ь ш е н і е или в о п р о с ъ 
н е в о з . ѵ о ж е н ъ , с м о т р я п о т о м у б у д е т ь ли р а з с т о я н і е ц е н т р а д а н н а г о 
к р у г а о т ъ п р я м о й Aß м е н ь ш е , р а в н о , или б о л ь ш е с у м м ы р а д і -
у с о а ъ д в у х ъ к р у г о в ъ . 1 1 

8 3 . О к р у ж н о с т ь о п и с а н н а я и з ъ ц е н т р а д а н н а г о к р у г а р а д і у -
с о м ъ р а в н ы м ъ с у м м е или р а з н о с т и д в у х ъ р а д і у с о в ъ Л и г . 

»4. И з ъ ц е н т р а д а н н а г о к р у г а о п н с ы в а е м ъ о к р у л с н о с т ь р а д і -
у с о м ъ р а в н ы м ъ с у м м ѣ или р а з н о с т и д в у х ъ р а д і у с о в ъ Л и г-
п е р е с ѣ ч е п і е э т о й о к р у ж н о с т и с ъ п р я м о й A B е с т ь ц е н т р ъ HCRO-
м т г о к р у г а . 1 

8 5 . Н а л и н і н , с о е д и н я ю щ е й ц е н т р ъ д а н н а г о к р у г а с ъ т о ч -
к о ю М, о т к л а д ы в а е м ъ ч а с т ь МО, = г ; О, б у д е т ъ ц е н т р ъ и с к о -
м а г о к р у г а . * 

В о п р о с ъ д о н у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е ш я . 
8 6 Л и п і я , с о е д и н я ю щ а я ц е н т р ъ к р у г а с ъ т о ч к о ю N и п е р -

п е н д и к у л я р ъ к ъ с р е д н и е MN, п е р е с е к у т с я в ъ центр-Ii и с к о м а -
го к р у г а . ' 

8 7 . П е р п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й и з ъ ц е н т р а н а л и н і ю MN и 
п е р п е н д и к у л я р ъ к ъ с р е д и н » : линіи AB, о п р е д е л я т ь с в о и м ъ п е -
р е с ѣ ч е і п е м ъ ц е н т р ъ и с к о м а г о к р у г а . 

\ 8 8 . В о з с т а в и в ъ п е р п е н д и к у л я р ъ MN к ъ п р я м о й AB в ъ т о ч к ѣ 
ЛІ 11 о т л о ж и в ъ н а н е м ъ ч а с т ь М/Ѵ, р а в н у ю р а д і у с у д а н н а г о к р у -
г а , соединим- ! , т о ч к у N с ъ ц е н т р о м ъ О д а н н а г о к р у г а и в о з -
с т а в н м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ в ъ с р е д и н е линіп NO; п е р е с е ч е н і е 
э т о г о п е р п е н д и к у л я р а с ъ п е р п е н д и к у л я р о м ъ MN о п р е д ѣ л н т ъ 
ц е н т р ъ и с к о м а г о к р у г а . В о п р о с ъ д о н у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е н і я . 

П р о в о д и м ъ в ъ M к а с а т е л ь н у ю , к о т о р а я п е р е с е ч е н , л и -
ч н о Л В , п о л о ж и м ъ , в ъ С; л н н і я , д е л я щ а я у г о л ъ A C M п о п о л а м ъ и 
л п ш я , с о е д и н я ю щ а я M с ъ ц е н т р о м ъ д а н н а г о к р у г а , о п р е д е л я ю т ъ 
с в о и м ъ п о р е с ѣ ч е н і е м ъ ц е н т р ъ и с к о м а г о к р у г а . 

В о п р о с ъ д о н у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е н і я , с о о т в ѣ т с т в у ю щ і я в н е ш н е -
м у il в н у т р е и н о м у к а с а п і ю . 

9 0 . П о л о в и н а г и п о т е н у з ы . 
9 1 . О к р у ж н о с т ь о п и с а н н а я о к о л о г и п о т е н у з ы к а к ъ д і а м е т р а . 
9 2 . О к р у ж н о с т ь , к о т о р о й р а д і у с ъ р а в е н ъ п о л о в и н е р а з с т о я -

ш я т о ч к и А о т ъ ц е н т р а д а н н а г о к р у г а . 
9 3 К о г д а в ъ ч ѳ т ы р ѳ у г о л ы ш к ѣ ABCD с у м м а г ш о т и в у п о л о ж -

и ы х ъ у г л о в ъ р а в н а '2d. 

9 1 И з ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к и О л е ж а щ е й в п ѣ п р я м о й A B 
о п н с ы в а е м ъ р а д і у с о м ъ 0.1 о к р у ж н о с т ь , к о т о р а я и е р е с ѣ ч е т ъ A ß ' 
п о л о ж и м ъ , в ъ M и п р о в о д и м ъ ч р е з ъ т о ч к и О н M д і а м е т р ъ к о -
т о р ы й н е р е с ѣ ч е т ъ о к р у ж н о с т ь , п о л о ж и м ъ , в ъ А : лпнія лД' б ѵ і е т ъ 
и с к о м ы й п е р п е н д и к у л я р ъ . 
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9 5 . 1) Е с л и т о ч к а Л л е ж и т ъ н а о к р у ж н о с т и , т о н о р п е н д н к у -
л н р ъ , в о з с т а в л е и п ы й в ъ т о ч к ѣ Л к ъ р а д і у с у , п р о в е д е н н о м у в ъ 
э т у т о ч к у , б у д е т ъ и с к о м а я к а с а т е л ь н а я . 

2 ) Е с л и т о ч к а Л л е ж и т ъ в н е к р у г а , т о с о е д и н и в ъ Л с ь ц е н -
т р о м ъ к р у г а О , о и и ш е м ъ о к о л о Л О , к а к ъ д і а м е т р а , о к р у ж н о с т ь , 
к о т о р а я п е р е с е ч е н , д а н н у ю о к р у ж н о с т ь , п о л о ж и м ъ , в ъ т о ч к а х ъ 
M и А'; линіи AM и ЛАГ б у д у т ъ и с к о м ы й к а с а т е л ь н ы й . 

9 6 П о с т р о и в ъ у г о л ь ВАМ, р а в н ы й д а н н о м у у г л у , о п у с т н м ъ 
и з ъ ц е н т р а п е р и е н д и к у л я р ъ н а А М и в ъ т о ч к е п е р е с ѣ ч о п ш 
э т о г о п е р п е н д и к у л я р а с ъ о к р у ж н о с т ь ю п р о в о д и м ъ к а с а т о л ы і у ю . 

9 7 . К о н ц е н т р и ч е с к а я о к р у ж н о с т ь р а д і у с а + 

9 8 . П е р е с ѣ ч е н і е п р е д ъ и д у щ а г о г с о м е т р н ч е с к а г о м ѣ с т а с ъ 
л п н і е ю AB. 

В о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е н і я , о д н о р ѣ ш е п і е , или о н ъ 
н е в о з м о ж е н - ! , с м о т р я п о т о м у б у д е т ъ ли р а з с т о я н і е ц е н т р а д а и -
п а г о к р у г ъ о т ъ п р я м о й AB м е н е е , р а в н о или б о л Ь е ^ / о ' - ы ' . 

9 9 . В ъ д а н п о м ъ к р у г ѣ о т к л а д ы в а е м ъ х о р д у р а в н у ю а и о п н -
с ы в а е м ъ к о н ц е н т р и ч е с к у ю о к р у ж н о с т ь , к а с а т е л ь н у ю к ъ э т о й 
х о р д е ; з а т ѣ м ъ п р о в о д и м ъ и з ъ т о ч к и Л к а с а т е л ь н у ю к ъ э т о й 
о к р у ж н о с т и . В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ , к о г д а а м е н ь ш е д і а м е т р а 
д а н н а г о к р у г а . 

•100. П о с т р о и в ъ в ъ д а н п о м ъ к р у г е в п и с а н н ы й у г о л ъ MON, 
р а в н ы й д а н н о м у у г л у , опред-і ілимъ х о р д у MN, т о г д а в о п р о с ъ 
п р и в о д и т с я к ъ з а д а ч е . 9 9 . 

1 0 1 . Ч р е з ъ т о ч к у А п р о в е д е м ъ п р я м у ю MAN, т а к ъ , ч т о б ы 
у г о л ъ MAB р а в н я л с я д а н н о м у у г л у а ; в о з с т а в л я е м ъ п е р п е н д и -
к у л я р ъ в ъ с р е д и н е липіи AB и д р у г о й п е р и е н д и к у л я р ъ в ъ В к ъ 
линіи MN, н а к о н е ц ъ и з ъ т о ч к и н е р е с ѣ ч е н і я О э т и х ъ д в у х ъ 
п е р п е н д и к у л я р о в - ! , о п н с ы в а е м ъ р а д і у с о м ъ ЛО о к р у ж н о с т ь ; ч а с т ь 
е я л е ж а щ а я в ъ у г л е ЛАВ е с т ь и с к о м а я д у г а , 

1 0 2 . Д у г а , о п н е а н н ы я н а лииіи Aß, в м е щ а ю щ а я у г о л ъ а. 
1 0 3 . Д у г а , о п и с а н н а я н а линіи Л В , в м е щ а ю щ а я у г о л ъ а 
1 0 4 . Н а линіи MN о п н с ы в а е м ъ д у г у , в м е щ а ю щ у ю у г о л ъ а; 

и е р е с е ч е н і е е я с ъ ' п р я м о й ЛВ о п р е д е л и т ь и с к о м у ю т о ч к у . 
В о п р о с ъ в с е г д а в о з м о ж е н ъ и д о н у с к а о т ъ т о л ь к о о д н о р е ш е п і е , 
к о г д а т о ч к и M и А ' л е ж а т ъ по р а з н ы м ъ с т о р о н а м ъ п р я м о й . 
К о г д а ж е т о ч к и M и N л е ж а т ъ по о д н о й с т о р о н е п р я м о й Л В , 
т о в о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ д в а р е ш е н і я , о д н о р е ш е н і е , или о н ъ н е 
в о з м о ж е н ъ , с м о т р я п о т о м у п е р е с е к а е т ъ ли д у г а п р я м у ю Л В , 
к а с а е т с я е я , или н е в с т р е ч а е т с я с ъ н е ю . 

1 0 5 . О п и с а т ь н а л и н і я х ъ Л В и MN д у г и , в м Ь щ а ю щ і я у г о л ъ 
в ъ 4-5«. 

1 0 0 . Н а д в у х ъ с т о р о н а х ъ ЛВ и ВС о п и с а т ь д у г и , в м ' Ь щ а ю щ і я 
у г л ы в ъ 1 2 0 ° ; п е р е с е ч е н і с э т и х ъ д в у х ъ д у г ъ о п р е д е л и т ь и с -
к о м у ю т о ч к у . 

1 0 7 . 11а ЛН1ІІП ЛВ = а о и и ш е м ъ д у г у , в м е щ а ю щ у ю у г о л ъ /и; 
п у с т ь б у д е т ъ г р а д і у с ъ э т о й д у г и ; п р о в е д е м ъ п а р а л л е л ь к ъ A B 
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па р а з с т о я н і и Л о т ъ н о я ; и е р е с ѣ ч е п і е этоі і л и ш и c i . д у г о ю 
о п р е д е л и т * в е р ш и н у и с к о м а г о т р и у г о л ь н и к а . В о п р о с ъ в о з м о -
ж е н * т о г д а , к о г д а h < г ± г ' — , г д е з н а к ъ - і - о т н о с и т с я 

к ъ т о м у с л у ч а ю , к о г д а m о з н а ч а е т * о с т р ы і і у г о л ъ , а з н а к ъ — 
к о г д а m т у п о й у г о л ъ . 

1 0 8 . I I a линіи АН о п и с ы в а е м ъ д у г у A K B в м ѣ ш а ю і ц у ю п о л о -
в и н у у г л а , в п и с а н н а г о в ъ с е г м е і і т ѣ AHB д а н н а г о к р у г а ; з а т ѣ м ъ 
и з ъ A р а д і у с о м ъ s о п и с ы в а е м ъ д у г у , к о т о р а я п е р е с е ч е т * д у г у 
АКВ в ъ ТОЧЕѢ JV, ЛИНІЯ AN п е р е с е ч е т * д у г у A MB в ъ и с к о м о й 

т о ч к е . В о п р о с ъ в о з м о ж е н * к о г д а J < 2 f 2 г * + 2 г Ѵ ' г ! — ~ ' 

и * > а , г д ѣ г е с т ь р а д і у с ъ д а н н а г о к р у г а и а длина л ин ін AB. 
Д в а р ѣ щ е и і л . 

1 0 9 . l i a липіи AB о п и с ы в а е м ъ д у г у К А В , в м е щ а ю щ у ю у г о л * 

р а в н ы й 90" -+- , ГДІІ »i о з н а ч а е т * у г о л ъ в п и с а н н ы й и * с е г м е н т е 

АМВ д а н н а г о к р у г а . За т ѣ м * и з * A р а д і у с о м * rf о п и с ы в а е м ъ 
Д у г у , к о т о р а я и с р о с ѣ ч с т ъ д у г у АКВ в ъ т о ч к е JV; лпнія AN п е -
р е с е ч е т * д у г у АМВ в ъ и с к о м о й т о ч к ѣ . Д в а р ѣ ш е н і я , к а к * в * 
п р е д ъ и д у щ е й з а д а ч е . В о п р о с * в о з м о ж е н * , к о г д а d < a , г д ѣ а 
о з н а ч а е т * д л и н у линіи AB. 

1 1 0 . I I a д а н н о м * о с н о в а п і и о п и с ы в а е м * д у г у , в м е щ а ю щ у ю 
д а н н ы й у г о л ь ; т о г д а в о п р о с * п р и в о д и т с я к ъ з а д а ч е 1 0 8 . 

1 1 1 . 1 ) П у с т ь б у д у т * AB и CD д в ѣ д а н н ы я л ш і і н . I I a п р о и з -
в о л ь н о й п р я м о й о т к л а д ы в а е м * MN = AB и NL = CD, т а к * , ч т о -
б ы ML = AB -+- CD, и , о п и с а в * около ML, к а к * д і а м е т р а , о к р у ж -
н о с т ь , в о з с т а в л я е м * в * N п е р п е н д и к у л я р * к * ML. 

2) I I a б о л ь ш е й и з * д в у х * д а н н ы х * лпній AB о т к л а д ы в а е м * 
ч а с т ь BN, р а в н у ю м е н ь ш е й линіи CD, и о п и с а в * около Л В, к а к ъ 
д і а м е т р а , о к р у ж н о с т ь , в о з с т а в л я е м * в * Л' п е р п е н д и к у л я р * к * A B , 
к о т о р ы й п е р е с е ч е т * о к р у ж н о с т ь , п о л о ж и м * , в * т о ч к е М; т о г д а 
M B б у д е т * и с к о м а я л п н і я . 

3) О Т Л О Ж И В * н а AB ч а с т ь BN = CD, о п и ш е м * около AN, к а к * 
д і а м е т р а , о к р у ж н о с т ь , и п р о в е д е м * и з ъ т о ч к и В к а с а т е л ь н у ю 
к ъ н е й ; е с л и .If е с т ь т о ч к а к а с а н і я , то В M б у д е т * и с к о м о ю 
л п н і е ю . 

1 1 2 . I I a линіи AB о п и с ы в а е м ъ д у г у ABB, в м е щ а ю щ у ю д а н -
н ы й у г о л ъ т; п у с т ь б у д е ѵ ь ' ЛЕВ д р у г а я ч а с т ь о к р у ж н о с т и . 
П р о в е д е м ъ л н и і ю LM п а р а л л е л ь н о липін AB н а р а з с т о я п і и r 
отт, н е я и, р а з д ѣ . ш в * д у г у А Е В в * т о ч к е £ п о п о л а м ъ , о п и ш о м ъ 
р а д і у с о м ъ АЕ и з * т о ч к и Е д у г у , к о т о р а я п е р е с е ч е т * лииі іо 
LM, п о л о ж н м ь , в ъ т о ч к е О. Т о ч к а О б у д е т ъ ц е н т р * в п и с а н -
н а г о к р у г а , к о т о р а г о р а д і у с ъ е с т ь г . П р о в е д я п р я м у ю ч р е з ъ 
т о ч к и О и Е , п о л о ж и м * ч т о о н а п е р е с е ч е т * о к р у ж н о с т ь А С В Е 
в * т о ч к е С, т о г д а АСВ б у д е т * и с к о м ы й т р и у г о л ь н и к ъ . В о п р о с ъ 
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в о з м о ж е н * , к о г д а R > ^ Т ^ , " а > 2 г ' Г Д ѣ " 0 3 l , a 4 a e r t 

д л и н у лпнін AB и В р а д і у с * к р у г а АСВЕ. 
1 1 3 . і ; П у с т ь б у д е т ъ О ц е н т р ъ и Л р а Д і у с * б о л ы и а г о к р у -

г а , О , ц е н т р * и )• р а д і у с ъ м е н ь ш а г о . И з * О , р а д і у с о м ъ Л — г , 
о п и с ы в а е м * о к р у ж н о с т ь и п р о в о д и м * и з * О, к а с а т е л ь н у ю к * 
н е й - п у с т ь б у д е т ъ А т о ч к а к а с а п і я . П р о в е д я р а д і у с ъ OA и п р о -
д о л ж и в * е г о д о п е р о с е ч е н і я в * т о ч к е M c l . о к р у ж н о с т ь ю p a -
д і у с а Л , п р о в е д е м ъ в ъ т о ч к е M к а с а т е л ь н у ю , к о т о р а я б у д е т ъ 
и с к о м а я лииія . 

2 ) И з ъ т о ч к и О. р а д і у с о м ъ Л ч - г , о п и с ы в а е м ъ о к р у ж н о с т ь 
и п р о в о д и м ъ и з ъ О, к а с а т е л ь н у ю к * н е й ; п у с т ь б у д е т * С т о ч к а 
к а с а н і я , п р о в е д я р а д і у с * ОС, к о т о р ы й п е р е с е ч е т * о к р у ж н о с т ь 
р а д і у с а Л в ъ т о ч к е N, п р о в о д и м * в * N к а с а т е л ь н у ю , к о т о р а я 
б у д е т * и с к о м о ю л и и і е ю . 

" ц д . . П о с т р о и в * у г о л * Л В С р а в н ы й га, п р о в е д е м * л ипію п а р а л -
л е л ь н у ю линіи AB, н а р а з с т о я н і и г о т ъ н е я и л п п і ю , д е л я щ у ю 
у г о л ъ A B C п о п о л а м ъ ; т о ч к а п е р е с е ч е н і я О э т и х * д в у х * . і и н і й е с т ь 
ц е н т р * в п и с а н н а г о к р у г а . О п и с а в * э т о т ъ к р у г * и и з * т о ч к и 
В р а д і у с о м * /і д р у г о й к р у г ъ , п р о в е д е м * к ъ э т и м * д в у м * к р у -
г а м * о б щ у ю к а с а т е л ь н у ю , к о т о р а я п е р е с е ч е т * л и ш и AB и С В 
в * т о ч к а х * M и Л'; MBN б у д е т * и с к о м ы й Т р и у г о л ь н и к ъ . 

1 1 5 . О т л о ж и в ъ в о в т о р о м * к р у г е х о р д у р а в н у ю а и о п и с а в * 
к о н ц е н т р и ч е с к у ю о к р у ж н о с т ь , к а с а т е л ь н у ю к * э т о й х о р д е , п р и -
в о д и м * в о п р о с * к ъ з а д а ч е 1 1 3 . 

1 1 6 . В о п р о с ъ п р и в о д и т с я к * з а д а ч е 1 1 3 . 
1 1 7 . И з ъ ц е н т р а С к р у г а О, п р о в о д и м ъ п е р п е н д и к у л я р * СМ 

к ъ липіи AB, и б е р е м * н а п р о д о л ж е н і и е г о MC, = MC, и з ъ С, 
о п и с ы в а е м ъ р а д і у с о м ъ к р у г а О, о к р у ж н о с т ь О, и проводим-! , 
о б щ у ю к а с а т е л ь н у ю к * к р у г а м * О и О , ; э т а л и и і я п е р е с е ч е т * 
AB в * и с к о м о й т о ч к е . В о п р о с * д о п у с к а е т * ч е т ы р е р е ш е н і я . 

АС m 
1 1 8 . Р а з д е . ш в ъ х о р д у AB в * т о ч к е С т а к ъ , ч т о о ы = — 

и р а з д е . ш в ъ п о п о л а м * в * , т о ч к е М, д у г у , с т я г и в а е м у ю х о р д о ю 
AB, п р о в е д е м * ч р е з * M и С л и н і ю , к о т о р а я п е р е с е ч е т * о к р у ж -
н о с т ь в * и с к о м о й т о ч к е . 

1 1 9 . Д у г а , с т я г и в а е м а я х о р д о ю , е с т ь ш е с т а я ч а с т ь о к р у ж н о с т и . 
1 2 0 . Д в а п е р п е н д и к у л я р н ы х * м е ж д у с о б о ю д і а м е т р а д е л я т * 

о к р у ж н о с т ь н а ч е т ы р е р а в н ы я ч а с т и . 
1 2 1 . Е с л и р а з д е л и м * р а д і у с * в * к р а й н е м * и с р е д н е м * о т и о -

ш е н і и , т о х о р д а , р а в н а я б о л ь ш е й ч а с т и р а д і у с а , с т я г и в а е т * д у -
г у р а в н у ю д е с я т о й ч а с т и о к р у ж н о с т и ( с м о т р . § 1 3 6 ) . 

1 2 2 . И з * в е р ш и н ы I п р я м а г о у г л а ВАС о п и с ы в а е м * п р о и з -
в о л ь н ы м * р а д і у с о м * д у г у , к о т о р а я п е р е с е ч е т * с т о р о н ы у г л а 
в * т о ч к а х * В и С. Н а д у г е ВС о т к л а д ы в а е м * х о р д у CI) р а в н у ю 
р а д і у с у , т о г д а д у г а ÜB б у д е т * т р е т ь я ч а с т ь ч е т в е р т и о к р у ж -
н о с т и , а у г о л * CAD т р е т ь я ч а с т ь п р я м а г о у г л а . 
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1 2 3 . К ъ срсідшіѣ д у г и AB п р о в о д и м ъ к а с а т е л ь н у ю , к о т о р а я 
І і е р е с ѣ ч е т ъ с т о р о н ы 0 . 1 п O B , положимъ в ъ т о ч к а х ъ M и Л"; 
к р у г ъ , в п и с а н н ы й в ъ р а в н о б е д р е н н ы й т р и у г о л ь н и к ъ МОЛ', е с т ь 
искомый к р у г ъ . 

1 2 1 О з н а ч и в ъ р а з с т о я н і е т о ч к и Л о т ъ ц е н т р а ч р е з ъ <1, опи-

ш е м ъ и з ъ т о ч к и A р а д і у с о м ъ ~ (г" — d ' ) д у г у , к о т о р а я 
п е р е с ѣ ч е т ъ о к р у ж н о с т ь , положимъ, в ъ В\ искомая х о р д а и р о й -
д е п . ч р е з ъ т о ч к и А и В. 

1 2 5 . П у с т ь б у д е т ъ M т о ч к а п р и к о с н о в е н і я к а с а т е л ь н о й , н р о -
ЛМ 

в е д е н н о й о т ъ т о ч к и А къ к р у г у ; и з ъ Л, р а д і у с о м ъ о п н с ы -
ваемъ д у г у , к о т о р а я п е р е с ѣ ч е т ъ к р у г ъ , положимъ, в ъ точкѣ 
N\ линія, п р о х о д я і ц а я ч р е з ъ т о ч к и А и К , б у д е т ъ искомая с ѣ -
кущая. В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ только т о г д а , когда р а з с і о я и і е т о ч к и 
А о т ъ ц е н т р а м е н ѣ е т р о і і н а г о р а д і у с а . 

1 2 6 . П у с т ь б у д е г ь ill т о ч к а п р н к о с н о в е н і я к а с а т е л ь н о й , про-
в е д е н н о й о т ъ т о ч к и А къ к р у г у ; и з ъ т о ч к и А, р а д і у с о м ъ 
AM Y — , о п н с ы в а е м ъ д у г у , к о т о р а я п е р е с ѣ ч е т ъ к р у г ъ , по-
ложимъ в ъ т о ч к ѣ N\ линія, п р о х о д я щ а я ч р е з ъ т о ч к и .1 и Л', 
б у д е т ъ искомая с ѣ к у щ а я . В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ только т о г д а , 

ni - ь п 
когда а < ^ ^ • г , г д ѣ г о з н а ч а е т ъ р а д і у с ъ к р у г а , a d р а з -
с т о я н і е ц е н т р а е г о о т ъ т о ч к и А. 

1 2 7 . Продолікивъ линіи до в з а и м н а г о п е р е с ѣ ч е н і я , в п н ш е м ъ 
к р у г ъ в ъ т р и у г о л ь н и к ъ ими с о с т а в л е н н ы й 

1 2 8 . П у с т ь б у д е г ь О ц е н т р ъ д а н н а г о к р у г а , АМ одна н з ъ 
линій, и р о в с д е п н ы х ъ о т ъ т о ч к и .4 къ о к р у ж н о с т и , положимъ, 
что эта Лннія д ѣ л н т с я в ъ т о ч к ѣ Nna ч а с т и в ъ о т п о ш е н і и m: и. 
Р а з д ѣ л и в ъ линію АО в ъ т о ч к ѣ С н а ч а с т и в ъ о т н о ш е н і н m: п и 
зам'Ьтивъ, ч т о т р и у г о л ь н и к и А Л'С и АМО п о д о б н ы , н а й д е м ъ 

Л'С = МО. Э т о з н а ч и т ь , ч т о в с ѣ т о ч к и дѣлеиія н а х о -

д я т с я о т ъ С на одинакомъ р а з с т о я н і н , и п о э т о м у и с к о м о е 
г е о м е т р и ч е с к о е м ѣ с т о е с т ь к р у г ъ , о п и с а н н ы й и з ъ т о ч к и С ра-
д і у с о м ъ — — — . МО. " J п - ь m 

1 2 9 . П р о д о л ж и в ъ лнніи AB и MN до п е р е с ѣ ч е н і я в ъ L, о т -
к л а д ы в а е м ъ н а линіи MN ч а с т ь 1.0 р а в н у ю с р е д н е й п р о п о р -
ц і о н а л ы ю й между лииіями AL и BL\ к р у г ъ , п р о х о д я щ і й ч р е з ъ 
т р и т о ч к и А, В и О б у д е т ъ искомый к р у г ъ . В о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ 
д в а р ѣ ш е н і я , с о о т в ѣ т с т в у ю щ і и положенно О с ъ лѣвоі і и с ъ п р а в о й 
с т о р о н ы о т ъ L . В о п р о с ъ н е в о з м о ж е н ъ , когда т о ч к а н е р е с ѣ ч е н і я 
r> il 11 і іі AB и MN л е ж и т ъ между точками А и В. 
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1 3 0 . И з ъ т о ч к и и е р е с Ь ч е п і я L д в у х ъ линій AB и MN про 
Ііодпмт, п р я м у ю L0, д ѣ л я щ у ю у г о л ь между ними пополамъ; 
на этой липіп л е ж и т ъ ц е н т р ъ и с к о м а г о к р у г а . И з ъ С о п у с к а е м ъ 
п е р и е н д и к у л я р ъ СП на лннію OL и продолжаемъ е г о до т о ч к и 
П, т а к ъ ч т о б ы DE = CD] искомый к р у г ъ н р о й д е т ъ ч р е з ъ т о ч к и 
К и С и в о п р о с ъ п р и в о д и т с я къ з а д а ч ѣ 1 2 9 . 

1 3 1 . П р о в е д я ч р е з ъ т о ч к и Л и В к р у г ъ , п е р е с ѣ к а ю щ і й дан-
ный к р у г ъ в ъ т о ч к а х ъ M и N, положимъ, ч т о продолжеіня ли-
нііі AB и MN п е р с с ѣ к у т с я в ъ т о ч к ѣ S; н з ъ т о ч к и 5 п р о в о д и м ъ 
к а с а т е л ь н у ю къ д а н н о м у к р у г у и п у с т ь б у д е т ъ Г т о ч к а к а с а н і л ; 
к р у г ъ , і іроходнщій ч р е з ъ т р и т о ч к и Л, В и Т, б у д е т ъ искомый 
к р у г ъ , потому ч т о ST — SM. SN = SA. SB, т . e . ST б у д е т ъ 
к а с а т е л ь н а я къ к р у г у , п р о х о д я щ е м у ч р е з ъ т о ч к и А и В . 

В о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е н і я , с о о т в - Ь т с т в у ю щ и х ъ д в у м ъ 
к а с а т е л ы і ы м ъ , п р о в е д е н н ы м ъ и з ъ т о ч к и 5 къ д а н н о м у к р у г у , 
т . е. вн-іііпнему и в н у т р е н н о м у п р и к о с н о в е н н о д в у х ъ к р у г о в ъ . 

1 3 2 . И з ъ ц е н т р а О д а н н а г о к р у г а о п у с к а е м ъ па лннію MN, 
П е р п е н д и к у л я р ъ O p , к о т о р ы й п е р е cl ; ч е т ъ к р у г ъ в ъ т о ч к а х ъ R и I ' , 
на линін РА б е р е м ъ т о ч к у А' т а к ъ , ч т о б ы лииія РА'была ч е т в е р -
т а я п р о п о р ц і о н а л ь н а я к ъ т р е м ъ линінмъ PA, PQ и PR. К р у г ъ , 
ироходяіці і і ч р е з ъ т о ч к и А и X и к а с а т е л ь н ы й къ линін MN 
( з а д а ч а 131) , е с т ь искомый к р у г ъ . В ъ самомъ д-клѣ, положимъ, 
что э т о т ъ к р у г ъ к а с а е т с я линіи MN в ъ т о ч к ѣ Т и п у с т ь б у д е т ъ 
С т о ч к а п е р е с ѣ ч о п і н линіи TP с ъ д а н н ы м ъ к р у г о м ъ ; и з ъ п о д о -
бія т р и у г о л ь н и к о в ъ TPQ и ВСР с л ѣ д у е т ъ l'Q. PR = ТР. CP и 
но п о с т р о е н і ю , ТР. CP — РХ. АР, с л ѣ д о в . С е с т ь о б щ а я т о ч к а 
0 б Ii и х ъ о к р у ж н о с т е й (§ 100) , а и з ъ р а в е н с т в а у г л о в ъ ОСР и 
TC'S (гдѣ S е с т ь ц е н т р ъ и с к о м а г о к р у г а ) с л Ь д у е т ъ , что т о ч к и S, 
С и О л е ж а т ъ н а одной прямой. 

1 3 3 . П р о в е д я параллель А,В, къ линіи AB на р а з с т о я н і и г о т ъ 
н е я Ii параллель Л / Д , к ъ лнніп MN на р а з с т о я н і и г о т ъ н е я , 
о и и ш е м ъ о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ ц е н т р ъ д а н н а г о к р у -
га n к а с а т е л ь н у ю къ прямымъ Л,Л, и М,Л\ ( з а д а ч а 130 ) . П у с т ь 
б у д е т ъ 1і р а д і у с ъ э т о г о к р у г а ; т о г д а к р у г ъ , о п и с а н н ы й и з ъ т о -
го ж е ц е н т р а р а д і у с о м ъ R — r, б у д е т ъ искомый к р у г ъ . 

134-. Положимъ, ч т о г < R и п у с т ь б у д е т ъ О ц е н т р ъ м е н ь -
ш а г о и О , ц е н т р ъ б о л ь ш а г о к р у г а . П р о в е д я параллель А,В, къ 
линін AB иа р а з с т о я н і и г о т ъ н е я н о и и с а в ъ н з ъ т о ч к и О, р а -
д і у с о м ъ .11 — г к р у г ъ , о и и ш е м ъ о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ 
т о ч к у О и к а с а т е л ь н у ю к ъ прямой A fi, и къ к р у г у р а д і у с а R—r 
і задача 132) . П у с т ь б у д е т ъ Р р а д і у с ъ э т о г о к р у г а ; к о н ц е н т р и -
ч е с к и ! с ъ нимъ к р у г ъ р а д і у с а р ± г е с т ь искомый к р у г ъ . 

135 . П у с т ь б у д у т ъ О, и О і ц е н т р ы д а н н ы х ъ к р у г о в ъ р а д і у с о в ъ 
r n R H положимъ r<R. I I a л и н і и О . О, в о з ь м е м ъ т о ч к у I т а к ъ 

r Ol R 1 
ч т о б ы — = — , т о г д а к а с а т е л ь н а я , п р о в е д е н н а я о т ъ т о ч к и 
1 къ одному н з ъ д а н н ы х ъ к р у г о в ъ , б у д е т ъ т а к ж е касатель 
н о ю и к ъ д р у г о м у к р у г у . П у с т ь б у д у т ъ Г I I 6' т о ч к и к а с а н і я . 
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И а линіи, и д у щ е й o n . 1 к ъ A, Определим* ч а с т ь I X р а н и у ю ч е т -
в е р т о й пропорціпа. іыіоі і между линіями 1А,1Т и IS т а к ъ , ч т о б ы 
ІЛ JS 
- p j : — Y x 1 11 п р о в е д е м ъ к р у г ъ ч р е з ъ т о ч к и А и Л', к а с а т е л ь -
ный къ к р у г у р а д і у с а г ( з а д а ч а 1 3 1 ) ; э т о т ъ к р у п , б у д в г ь и с -
комый. В ъ с а м о м ъ д1;лѣ п у с т ь б у д е т ъ О ц е н т р * е г о , N т о ч к а 
к а с а н і я е г о с ъ к р у г о м ъ О , , M и II т о ч к и п е р е с Ь ч е н і я линіи 
IN с ъ к р у г а м и О , и О, ; т о г д а IS .IT = IT'. — = IT'. — = 

IN . IH. jjj = TN . IM, с л ѣ д о в . 1X. 1.1 = IN. IM, и п о т о м у т о ч -
ка M принадлежит! , к р у г у О, а т а к ъ к а к ъ О,,M и ОМ парал-
лельны липіи 0,4, то т о ч к и О,M и О , л е ж а т ъ на одной п р я -
мой лпнін, т . е . т о ч к а M б у д е т ъ т о ч к а к а с а н і я . 

1 3 0 . П у с т ь б у д е т ъ г < г , < г , и О, О , и Ö , ц е н т р ы к р у г о в ъ р а -
д і у с о в ъ г , г , и" /•„. И з ъ т о ч к и О , р а д і у с о м ъ г , — г и н з ъ т о ч к и 
О рад у с о м * г . — г о п и с ы в а е м ъ о к р у ж н о с т и и п р о в о д и м ъ ок-
р у ж н о с т ь к а с а т е л ь н у ю къ инмъ и п р о х о д я щ у ю ч р е з ъ т о ч к у О 
( з а д а ч а 135 ) . П у с т ь б у д е т ъ В р а д і у с ъ э т о г о к р у г а , т о г д а кон-
ц е н т р и ч е с к и ! к р у г ъ р а д і у с а Л — г б у д е т ъ искомый к р у г ъ . 

1 3 7 . 11а с т о р о н а х ъ у г л а Л б е р е м ъ какія и п б у д ь т о ч к и В и С 
il, с о е д и н и в * и х ъ , положимъ, что т о ч к а и е р е с е ч с н і я лпній д е -
л я щ и х * у г л ы ЛВС и АСВ пополамъ, е с т ь У; т о г д а линія ІЛ р а з -
д е л и т ь ѵ г о л ъ А пополамъ 

1 3 8 . В ъ какой н и б ѵ д ь т о ч к е Л прямой АН в о з с т а в л я е м * п е р -
п е н д и к у л я р * АР п , нродо . іживъ е г о , о т к л а д ы в а е м * па н е м * 
AQ — АР В о о б р а з и м ъ л н н і ю ч р е з ъ т о ч к и РиІ, которая п е р е -
с е ч е т * AB в * т о ч к е Я и линію ч р е з * т о ч к и О и і , к о т о р а я 
п е р е с е ч е т * AB в ъ т о ч к е 1), н а к о н е ц * п р о в о д и м * липію ч р е з * 
т о ч к и Р и D, к о т о р а я п е р е с е ч е т * п р я м у ю HQ в * т о ч к е /•'; ли-
нія IE б у д е т ъ искомый п е р п е н д и к у л я р * . 

1 3 9 . И з * т о ч к и В о п у с к а е м * п е р п е н д и к у л я р * на л н н і ю АС и 
и з * т о ч к и С п е р п е н д и к у л я р * на линію AB ( задача 1 3 8 ) ; поло-
ж и м * , ч т о эти д в а п е р п е н д и к у л я р а п е р е с е к у т с я в * т о ч к е О ; 
лнпія АО б у д е т * искомый п е р п е н д и к у л я р * . 

Н О . В о о б р а з и м * линііо ч р е з ъ т о ч к и В и А и в о з ь м е м ъ иа п р о -
долженіи ея п р о и з в о л ь н у ю т о ч к у 1); п у с т ь б у д е т * , к р о м е т о -
го , Е какая н и б у д ь т о ч к а . В о о б р а з и в * ч е т ы р е у г о л ь н н к ъ В CED, 
п р о в е д е м ъ ч р е з ъ А параллель к * діагонали BE, которая п е р е -
с е ч е т * DE в * т о ч к е F, и ч р е з * F параллель к * СЕ, к о т о р а я 
п е р е с е ч е т * д іагоиаль DC в * т о ч к и G, линія, п р о х о д я щ а я ч р е з * 
т о ч к и А и G б у д е т * искомая лннія; это с л е д у е т * и з * иодобія 
т р и у г о л ь н и к о в * ЛЕС и ВЕС. 

1 4 1 . П р о в е д я ч р е з ъ т о ч к у В п р о и з в о л ь н у ю линію ВС и ли-
нію LM сіі параллельную, положим*, ч т о LM п е р е с е ч е т * линіи 
AB и АС в * т о ч к а х * D и Е, т о г д а 

в с л > в _ 
л BC-DE • 
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1 4 2 П р о в е д я липію LM п а р а л л е л ь н у ю лиши AB " » о о б р а з и в ь 
и о я м ы я L B и M A , к о т о р ы я п е р е с е к у т с я в * т о ч к е О о п р е д е -
Х ъ р а з с т о я . й е м е ж д у ' ' т о ч к а м и L и В ( з а д а ч а 141) т о г д а наи-

LM (LB - OL) 
д е м ъ AB ЩІ 

1 4 3 . О п р е д е л и в * р а з с т о я п і е т о ч е к ъ Л и В ( з а д а ч а 1 4 2 и о п у -
с т и в * п е о п е н д и к у л я р ъ Е К , и з ъ т о ч к и С на липпо AB, ( з а д а ч а 
1 3 9 ) , іір о в е д е м * к а к у ю „ . . б у д ь п р я м у ю , п а р а л л е л ь н у ю л и ш и AB 
( з а д а ч а 1 4 0 ) П о л о ж и м * , ч т о эта прямая п е р е с е ч е т * лиши CA, 

CK и СВ в * т о ч к а х * / , , N u M, т о г д а K C ^ J J , - ' Y C -

Г Л Л В Л V I . 

1 4 4 П п о в е д я в ъ д а н н о м ъ к р у г е какой н и б у д ь д і а м е т р ъ АОВ 
и п е р 11 ei і дикуля р и ы й къ нему Ѵ > а д і у с * ОС, о п и ш е м * и з ъ е р е д и -
пы V р а д і ѵ с а 0 , 1 о к р у ж н о с т ь р а д і у с о м ъ MC, п о л о л и м ь , 

1 4 5 В ъ д а н н о м * к р у г е о т к л а д ы в а е м * х о р д у AB, р а в н у ю ра-
д і у с ѵ * и на д у г е AB х о р д у АС, р а в н у ю с т о р о н е в п и с а н н а г о д е -
с я т и у г о л ь н и к а , т о г д а х о р д а ВС б у д е т ъ с т о р о н а в п и с а н н а я ият-

н а д ц а т и у г о л ь н и к а ; она р а в н а ( у / Ю н - З ^ / у - ' - у 3 ~ ~ V 

1 4 6 . Искомый р а д і у с ъ = ^ = . 1 4 7 . Искомый р а д і у с ъ = - £ - . 

1 4 8 . Искомый р а д і у с ъ = . 1 4 9 . Искомый р а д і у с ъ = 

j - V O + 2 Ѵ / 5 Г 

1 5 0 . Искомый р а д і у с ъ = - j - V w •+•2 у / 5 . 

1 5 1 . С т о р о н а в п и с а н н а г о д в е н а д ц а т и у г о л ь н и к а = г у / 2 — у / з 

1 5 2 . С т о р о н а о п и с а н н а г о л в е и а л н а т и у г о л ы і и к а = 2 г (3— 1 \/ 3 ) . 
1 5 3 . С т о р о н а в п и с а н н а г о о с ь м и у г о л ь н и к а = г > / о — ѵ ' 2 > а С 1 ° " 

р о и а о п и с а н н а г о = 2 г ( у / 2 — 1 ) . 

1 5 4 . Р а д і у с ъ в п и с а н , к р у г а = - | - , а р а д і у с ъ о п и с а н . . 
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1 5 5 . Р а д і у с ъ DU и с . к р у г а = — , a р а д і у с ъ о п и с а н . = — ' L -
2 V 3 у / 3 ' 

1 5 6 Р а д і у с ъ в п и с а н . к р у г а = а ^ 3 , и р а д і у с ъ о п и с а н . = - « . 

1 5 7 . Р а д і у с ъ п п і і с а і п і а г о к р у г а = у/ 2 5 - И О у / Х " , а р а -

д і у е ъ о п и с а н н а г о к р у г а = — у / 5 0 - И 0 

1 5 8 Р а д і у с ъ в п и с а н н а г о к р у г а = - • — У ^ ' ; а р а д і у с ъ 

о п и с а н н а г о к р у г а = а ^ V ^ L _ 

1 5 9 . Р а д і у с ъ в п и с а н н а г о к р у г а ^ а р а д і у С Ъ 

о п и с а н н а г о к р у г а = а Ѵ / 2 + у / 3 . 

1 6 0 . О з н а ч и м ъ и с к о м ы й р а д і у с ъ в п и с а н н а г о к р у г а ч р е з ъ г , 

n и с к о м ы й р а д і у с ъ о п и с а н н а г о к р у г а ч р е з ъ Л „ т о г д а 

и Л , = \/ Л г , . 

Г Л А В А V I I . 

161. Л и н і я п а р а л л е л ь н а я о с н о в а н и е . 
162. П л о щ а д ь р а в н а 18159, 184 к в . Ф. 163. П л о щ а д ь р а в н а 

1 3 8 8 8 , 6 к в . Ф. 

164. П л о щ а д ь р а в н а 327 ,42 к в . Ф. 165. П л о щ а д ь р а в н а ~ . 

166 О и и ш е м ъ н а лнпіп АВ=а д у г у АСВ, в м е щ а ю щ у ю д а н н ы й 
у г о л ъ m, и п у с т ь б у д е т ъ р а д і у с ъ этоі і д у г и г . О п р е д е л и в - ! , ли-

н і ю / т а к ъ , ч т о б ы к б ы л а с р е д н я я п р о п о р ц і о н а л ы і а н м е ж д у 

и /, п р о в е д е м ъ п а р а л л е л ь къ линіи AB, н а р а з с т о я н і и I о т ъ н е я 
и п о л о ж и м ъ , ч т о о н а п е р е с ѣ ч е т ъ д у г у АСВ в ъ т о ч к ѣ С; АСВ 
б у д е т ъ и с к о м ы й т р и у г о л ь н и к ъ . В о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ д в а р ѣ ш е -
н і е , о д н о р ѣ ш е н і е , или о н ъ н с в о з м о ж е н ъ , с м о т р я п о т о м у , б у -

2 Г -•/ 
д е т ь ли - - м е н ь ш е , р а в н о или б о л ь ш е г ä \ - - І - ; 

з н а к ъ ч - о т н о с и т с я к ъ т о м у с л у ч а ю , к о г д а m о з н а ч а е г ъ о с -
т р ы й , а з н а к ъ — когда m о з н а ч а е т ъ т у п о й у г о л ъ . 
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1 6 7 . Т о ж е п о с т р о с н і е к а к ъ в ъ 1 6 6 . 
1 6 8 . Р а з д ѣ л и в ъ с т о р о н у AI) в ъ т о ч к е Е н а дв-Іі ч а с т и в ъ о т -

н о ш е п і и т\ n, п о л о ж и м ъ , ч т о АЕ < ED; о т к л а д ы в а е м ы і а Fl) 
ч а с т ь F.F — АЕ; п р я м а я , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ с р е д и н у л н н і п BF 
п а р а л л е л ь н о линіи LM е с т ь и с к о м а я л и н і я . 

1 6 9 Д і а г о н а л ь д а н н а г о к в а д р а т а е с т ь с т о р о н а и с к о м а г о . 
1 7 0 . П о л о в и н а д і а г о н а л и д а н и а г о к в а д р а т а е с т ь с т о р о н а и с к о м а г о . 
1 7 1 . С р е д н я я п р о г і о р ц і о н а л ь н а я м е ж д у о с н о в а н і е м ъ и в ы с о -

т о ю д а н н а г о п а р а л л е л о г р а м м а е с т ь с т о р о н а и с к о м а г о к в а д р а т а . 
1 7 2 . С р е д н я я п р о п о р ц і о н а л ы і а я м е ж д у о с н о в а н і е м ъ и п о л о в и -

н о й в ы с о т ы д а н н а г о т р и у г о л ь н и к а е с т ь с т о р о н а и с к о м а г о к в а д р а т а . 
1 7 3 . О п р е д е л и т ь ч е т в е р т у ю п р о п о р ц і о н а л ы і у ю к ъ т р е м ъ лн-

ІІІЯМЪ Я , B И /1 ИЛИ В, H II II. 
1 7 4 . П о с т р о и в ъ п р я м о у г о л ь н ы й т р и у т о л ы ш к ъ ABC, к о т о р а г о 

к а т е т ы All и ВС р а в н ы а и Ь, с т р о и м ъ н а г и и о т е п у з ѣ л С п р я -
м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ ACD, к о т о р а г о к а т е т ы б у д у т ъ АС п 
СВ = с ; п . т . д . 

1 7 5 . С т р о и м ъ п р я м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ , к о т о р а г о г и п о т е -
н у з а е с т ь а и о д и н ъ н з ъ к а т е т о в ъ Ь. 

1 7 6 . З а м ѣ т п в ъ , ч т о 1 5 4 = 1 2 ! ч 3 " -«- Г , п р н в о д и м ъ в о г і р о с ъ 
к ъ о п р е д е л е н н о с т о р о н ы к в а д р а т а , р а в н о в е л и к а г о с у м м ѣ т р е х ъ 
к в а д р а т о в ъ , к о т о р ы х ъ с т о р о н ы с о о т в е т с т в е н н о р а в н ы 1 2 , З и 1 . 

1 7 7 . В ъ т о ч к е В п р о в о д и м ъ п е р и е н д и к у л я р ъ В С к ъ л н н і н В А 
и б е р е м ъ ВС = к; в ъ с р е д и н е л и н і и АС в о з с т а в л я е м ъ къ АС 
п е р п е н д и к у л я р ъ , к о т о р ы й п с р е с е ч е т ъ л н п і ю AB в ъ т о ч к е В; в ъ 
т о ч к е 1) в о з с т а в л я е м ъ к ъ л н н і и AB п е р п е н д и к у л я р ъ , к о т о р ы й 
п е р е с е ч е н , п р я м у ю LM в ъ и с к о м о й т о ч к е . В о п р о с ъ д о п у с к а е т ъ 
д в а р е ш е н і я . 

1 7 8 . Н а линіи All = I; о п н с ы в а е м ъ п о л у к р у п , и, о п р е д е л н в ъ 
ч е т в е р т у ю п р о п о р ц і о н а л ы і у ю I къ т р е м ъ линія .чъ к, b и Л, п р о -
в о д и м ъ п а р а л л е л ь к ъ п р я м о й AB п а р а з с т о я н і н / о т ъ н е я . П о -
л о ж и м ъ , ч т о э т а п а р а л л е л ь п е р е с е ч е т ъ о к р у ж н о с т ь в ъ т о ч к е 
С; АС и В С б у д у т ъ и с к о м ы я л и н і и . В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ т о л ь к о 

А* 
т о г д а , к о г д а Ь/і < — . 

1 7 9 . Р а з д е л имъ к а к у ю н и б у д ь л и н і ю AB в ъ т о ч к е С н а д в е 
ч а с т и в ъ о т и о ш е н і и 3 : 5 , о г ш ш е м ъ н а AB полу к р у г ъ и в о з -
е т а в и м ъ в ъ 6 ' п е р п е н д и к у л я р ъ к ъ A B , к о т о р ы й п е р е с Ь ч е г ь о к р у ж -
н о с т ь , .положим ь, в ъ т о ч к е Я ; н а лпніи HB о т л о ж и м ъ ч а с т ь НЕ, 
р а в н у ю с т о р о н е д а н н а г о к в а д р а т а , и п р о в е д е м ъ ч р е з ъ К п а р а л -
л е л ь к ъ AB, к о т о р а я п е р е с е ч е т ъ л и н і ю АН, п о л о ж и м ъ , в ъ т о ч -
к е L, HL б у д е т ъ с т о р о н а и с к о м а г о к в а д р а т а . И о с т р о е н і е в о з -

4 к 
м о ж н о , к о г д а ЛВ > Ѵ I u 9 ' ' д ѣ к е с т | ' с т о р о н а д а н н а г о к в а д р . 

1 8 0 . Р а з д е л н в ъ о с н о в а п і е н а m р а в н ы х ъ ч а с т е й , с о с д и н н м ъ 
в е р ш и н у с ъ т о ч к а м и д і і л е н і я о с н о в а н і я . 

1 8 1 . О б р а т и в ъ м н о г о у г о л ь н и к ъ в ъ р а в н о в е л и к і й т р и у г о л ь -
н и к ъ , приводим-! , в о п р о с ъ к ъ з а д а ч е 1 7 2 . 
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1 8 2 . П у с т ь б у д у т ъ л и а , с х о д с т в е н н ы й с т о р о н ы д в у х ъ д а н -
н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , т о г д а с т о р о н а и с к о м а г о м н о г о у г о л ь н и -
ка б у д е т ъ у / а ' ' - і - а ' . 

1 8 3 . Е с л и а е с т ь о д н а и з ъ с т о р о н ъ д а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к а , т о 

с х о д с т в е н н а я с т о р о н а и с к о м а г о м н о г о у г о л ь н и к а б у д е т ъ а ^ 

1 8 4 . П у с т ь б у д у т ъ с и с , с т о р о н ы д в у х ъ к в а д р а т о в ъ , р а в н о -
в е л и к и х ъ д а н н ы м ъ м н о г о у г о л ы ш к а м ъ н а о д н а и з ъ с т о р о н ъ 
н е р в а г о и з ъ д в у х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , т о г д а с х о д с т в е н н а я с т о -

аа, 
р о и а и с к о м а г о м н о г о у г о л ь н и к а б у д е т ъ . 

1 8 5 . П о с т р о и в ъ п р я м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ ЛВС, к о т о р а г о 
к а т е т ы ЛВ и ВС р а в н ы с т о р о н а м ъ д в у х ъ д а н н ы х ъ к в а д р а т о в ъ , 
о п у с т и м ъ н з ъ в е р ш и н ы В п р я м а г о у г л а п е р п е н д и к у л я р ъ BD н а 
г и п о т е н у з у ; ч а с т и г и п о т е н у з ы AD и DC с у т ь и с к о м ы « линіи . 

186. П л о щ а д ь р а в н а 22,45 к в . Ф. 
1 8 7 . П л о щ а д ь т р а п е ц і н р а в н а 

1 8 8 И з ъ т о ч к и В о п у с к а е м ъ н а с т о р о н у ЛС п е р п е н д и к у л я р ъ , 
к о т о р ы й п е р е с ѣ ч е т ъ е е , п о л о ж и м ъ , в ъ т о ч к ѣ L; о п р е д ѣ л и м ъ н а 
с т о р о н ѣ Л С т а к у ю т о ч к у Е, ч т о б ъ ЛЕ б ы л а с р е д н я я н р о п о р -

ц і о н а л ы і ы я м е ж д у — и L C , т о г д а п е р п е н д и к у л я р ъ , в о з с т а -

в л е н и ы й къ л н н і н ЛС в ъ т о ч к і ; Е, б у д е т ъ и с к о м а я л н н і я . 
1 8 9 . Ч р е з ъ с р е д и н у D лпніи Л С п р о в о д и м ъ п а р а л л е л ь к ъ ли-

ш и OB, к о т о р а я п е р е с ѣ ч е т ъ с т о р о н у ВС, п о л о ж и м ъ , в ъ т о ч к ѣ 
Е; OF. б у д е т ъ и с к о м а я л и н і я . 

1 9 0 . Р а з д ѣ л н в ъ с т о р о н у ЛС в ъ т о ч к а х ъ L и M н а т р и р а в -
н ы я ч а с т и , п р о в е д е м ъ ч р е з ъ L п а р а л л е л ь къ ЛВ и ч р е з ъ M па-
р а л л е л ь к ъ ВС; т о ч к а н е р е с ѣ ч е п і м э т и х ъ д в у х ъ линіи е с т ь и с к о -
мая т о ч к а . 

1 9 1 . П е р п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й н з ъ т о ч к и В па с т о р о н у 
ЛС, д ѣ л н м ъ в ъ т о ч к ѣ I. н а д в ѣ ч а с т и в ъ о т н о ш е н і и m: n - t - r , 
и п е р п е н д и к у л я р ъ , о п у щ е н н ы й и з ъ т о ч к и С н а с т о р о н у ЛВ, д ѣ -
лимъ в ъ т о ч к ѣ M н а д в ѣ ч а с т и в ъ о т н о ш е н і и и: и + r П р о -
в е д е м ъ ч р е з ъ J. п а р а л л е л ь къ АС и ч р е з ъ M п а р а л л е л ь к ъ AB; 
п е р ё с ѣ ч е н і е э т и х ъ д в у х ъ п а р а л л е л е й е с т ь и с к о м а я т о ч к а . 

1 9 2 . Л и н і я , о т с т о я щ а я о т ъ в е р ш и н ы н а р а з с т о я н і е — , г д ѣ 
v -

Л о з н а ч а е т е в ы с о т у т р и у г о л ь н и к а , р а з д ѣ л л е т ъ т р и у г о л ь н и к ъ 
п о п о л а м ъ . 

1 9 3 . В ы с о т а и с к о м а г о п р я м о у г о л ь н и к а е с т ь ч е т в е р т а я п р о и о р -
ц і о н а л ь и а я к ъ л и н і я м ъ а , b и Л. 

1 9 4 . l i a л и н і и AB, р а в н о й р, о и и ш е м ъ п о л у к р у г ъ и п р о в е д е м ъ 
п а р а л л е л ь к ъ п р я м о й ЛВ н а р а з с т о я н і и к о т ъ н е я ; н з ъ т о ч к и 
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п е р е с ѣ ч е п і я M э т о й п а р а л л е л и с ъ о к р у ж н о с т ь ю о п у с т и м ъ п е р -
п е н д и к у л я р ъ MN н а д і а м е т р ъ AB; лииіи AN и NB б у д у т ъ с т о -
р о н ы и с к о м а г о п р я м о у г о л ь н и к а . 

В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ , к о г д а к н е б о л ы и е — р. 

1 9 5 . О б р а т и в ъ д а н н ы й п р я м о у г о л ь н и к ъ в ъ р а в и о в е л н к і й к в а д -
р а т ъ , п р и в о д и м ! , в о п р о с ъ к ъ з а д а ч ѣ 1 9 4 . 

1 9 6 . I I a л и н і и AB = p о и и ш е м ъ п о л у к р у г ъ и о т л о ж и м ъ х о р д у 
АС — к; и з ъ т о ч к и С о п у с т и м ъ п е р п е н д и к у л я р ъ CD н а д і а м е т р ъ 
ЛВ; AD б у д е т ъ и с к о м а я ч а с т ь линіи AB. В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ , 
к о г д а к < р. 

1 9 7 . И з ъ какой н и б у д ь т о ч к и О о п и ш е м ъ к р у г ъ р а д і у с о м ъ 
d 

р а в н ы м ъ — и п р о в е д е м ъ в ъ к а к о й н и б у д ь т о ч к ѣ M о к р у ж н о -
с т и к а с а т е л ь н у ю IHN—к. П о л о ж и м ъ , ч т о линія NO и е р о с ѣ ч е т ъ 
о к р у ж н о с т ь в ъ т о ч к а х ъ А и В, AN и BN б у д у т ъ с т о р о н ы и с к о -
м а г о п р я м о у г о л ь н и к а . 

1 9 8 . Н а липін АВ = а о и и ш е м ъ п о л у к р у г ъ и п р о в е д е м ъ п а -

раллель к ъ лшііи All н а р а з е т о л н і и ~ о т ъ н е я . П о л о ж и м ъ , ч т о 
э т а п а р а л л е л ь п е р е с ѣ ч о т ъ о к р у ж н о с т ь в ъ т о ч к ѣ С ; т о г д а ЛВС 
б у д е т ъ и с к о м ы й т р и у г о л ь н и к ъ . 

В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ т о л ь к о т о г д а , к о г д а к и е б о л ь ш ѳ . 

1 9 9 . П у с т ь б у д е т ъ / д л и н а к а с а т е л ь н о й , п р о в е д е н н о й ч р е з ъ т о ч к у 

A , X в н ѣ ш н я я ч а с т ь с ѣ к у щ е й , т о г д а х ' — = 0 . 
2 ' 2 

В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ к о г д а к > ' - у / g ( у g" 7 Г 

2 0 0 . П о л о ж и м ъ , ч т о Л > Л, > h . и построим' ! , т р и у г о л ь н и к ъ 

ЛВС, к о т о р а г о с т о р о н ы ЛВ = Л; ВС— h, и ЛС = - ' р - . О п у с т и м ъ 

н з ъ A п е р п е н д н к у . і і і р ъ AD н а с т о р о н у ВС и в о з ь м е м т , н а э т о м ъ 
н е р п е п д н к у л я р ѣ ч а с т ь DAL = h; з а ' т Ь м ъ п р о в е д е м ъ ч р е з ъ L 
линіи параллельны/) с т о р о н а м ъ АС и AB, к о т о р ы я и е р е с ѣ к у т ъ 
п р я м у ю ВС, п о л о ж и м ъ , в ъ Л/ Il A', L MN б у д е т ъ и с к о м ы й т р и -
у г о л ь н и к ъ . 

В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ т о л ь к о т о г д а , к о г д а l ih, < /i/is -+- h t h t . 
2 0 1 . О с н о в а п і е y и в ы с о т а ж и с к о м а г о п р я м о у г о л ь н и к а о п р е -

д е л я ю т с я н з ъ у р а в н е п і й : х.у = к"; у/, -+- xb = Ь/і, ГДІІ к е с т ь 
с т о р о н а д а н н а г о к в а д р а т а . 

В о п р о с ъ в о з м о ж е н ъ к о г д а Л н е МОІГІІО - — . 
Ь 

2 0 2 . П л о щ а д ь р а в н а 3»-'. 
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О V з 
2 0 3 . Площадь т р и у г о л ы ш к а равна , пятиугольника— 

а' — _ За* у /3 
— у 2 5 -+- Ю у / 5 | шестиугольника = — - — , д е с я т и у г о л ь н и к а 

5 а ' у / 5 - * - 2 у 5 _ д в е н а д ц а т и у г о л ь н и к а — З а ' ( 2 + ^ 3 ) 
2 

2 0 4 . Площадь описаннаго к в а д р а т а р а в н я е т с я 2к' , а ш е с т и у г о л ь -
4 

пика - у - к 1 

2 0 5 . Проведя ч р е з ъ точку D лннію LM параллельно линіи ВС, 
положимъ, что она п е р е с ѣ ч е т ъ с т о р о н у AB в ъ т о ч к е L; с о с т а -
вимъ параллелограммъ BLMN, равновеликій данному параллело-
грамму; в ъ т о ч к е N в о з с т а в и м ъ къ липіи ВС перпендикуляръ 
NP, лежащііі впѣ угла ЛВС, и с о с т а в и т ь прямоугольный т р и -
угольникъ NPT такъ , чтобы к а т е т ъ NP = LD, г и п о т е н у з а 
РТ = DM и к а т е т ъ NT былъ бы нродолжепіемъ с т о р о н ы BN; 
прямая, п р о х о д я щ а я ч р е з ъ точки D и Т, е с т ь искомая лииія. 

В о п р о с ъ в о з м о ж е т , только т о г д а , когда т о ч к а D лежитъ ме-
жду точками L и M и когда I.D < DM. 

Г Л А В / 1 V I I I . 

2 0 6 . О т н о ш е н і е д в у х ъ у г л о в ъ равно — ~ . 
2 0 7 . Площадь к р у г а равна 14-93,01. . . квадр . Фут. 
2 0 8 . Площадь к р у г а равна 5 6 9 , 5 5 . . . квадр . Фут. 
209 . 4 6 3 , 7 . . . метр . 
2 1 0 . Заднія колеса д-Ьлаютъ приблизительно 3 9 8 , a псреднія 

2 
5 9 6 — оборотов-!. . 

2 1 1 . Дуга равна 0 , 2 9 5 9 8 . . Фут. 
212 . Р а д і у с ъ пара.ілелыіаго к р у г а р а в е н ъ 4 3 4 1 9 8 9 метр. 
„ . „ „ 2 s r — с V 4 г * — с " . 
2 1 3 . Площаді. с е г м е н т а равна 
2 1 4 . Діаметръ р а в е н ъ 6 0 , 3 4 0 1 . . . . фут. 
2 1 5 . 1 'адіусъ р а в е н ъ 1 5 , 4 1 5 8 . . . Ф у т . 
2 1 6 . Плоіцадь с е к т о р а равна 6 5 , 4 4 9 9 кв. Фут. 
2 1 7 . Р а д і у с ъ р а в е н ъ 1 6 3 , 1 4 1 . . 
2 1 8 Р а д і у с ъ р а в е н ъ у Г |« г " -і- г " . . . 
2 1 9 . Р а д і у с ъ р а в е н ъ у Г ) " 
220 Р а д і ѵ с ы к р у г о в ъ б у д у т ъ " " " — • 

V rn'-t- n'-t- р' -+- q" 
пг pr ç r 

+ я" + ? ' + ? ' ' ' -+- n' ч - р ' -+- q" ' V e»'-i-«"-»-/>''-»-q*. 
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2 2 1 . Р а д і у с ы к о и ц е и т р и ч . к р у г о в ъ б у д у т ъ r l / i . г і / 2 ; г 1 / і . . 
' m' ' m' " m"" 

2 2 2 . Площадь р а в н а irtf* -+• 2 іІку-тГ. 
2 2 3 . Чрезъ к а к у ю нибудь т о ч к у , л е ж а щ у ю на окружности мень-

ш е г о круга , п р о в е д е м ъ к а с а т е л ь н у ю , которая н е р ѳ с ѣ ч е г ь в н е ш -
н ю ю окружность , положимъ, в ъ г о ч к а х ъ Л и В; линія AB бу-
д е т ъ діаметръ искомаго к р у г и 

Ч А С Т Ь и . С Т Е Р К О П К Ѵ І М І І . 

Г Л А В А I . 

2 2 4 . Проведя ч р е з ъ Л на плоскости MN дне прямыя, в о з с т а -
вимъ в ъ этой т о ч к е перпендикуляръ къ нимъ. 

2 2 5 П р о в е д я на плоскости MN какую нибудь прямую AB, 
о п у с т и м ъ изъ О перпендикуляръ на AB и положимъ, ч т о опт, 
в с т р ѣ т и т ъ лннію AB в ъ т о ч к е (), проведемъ ч р е з ъ Q на плоскости 
MN линію QP перпендикулярную къ AB; перпендикуляръ, опу-
щ е н н ы й изъ О на линію QP, б у д е т ъ искомый п е р п е н д и к у л я р ъ . 

2 2 6 . П р о в е д я ч р е з ъ т о ч к у О и п р я м у ю AB плоскость , про-
водимъ на этой плоскости ч р е з ъ точку О линію параллельную 
ЛИ11ІИ AB. I J 

2 2 7 . П р о в е д я на плоскости MN к а к у ю нибудь прямую ЛВ 
проводимъ чрезъ т о ч к у О лниію ей параллельную. 

2 2 8 . 1 . Е с л и т о ч к а О лежитъ на линіи AB, т о в о з с т а в и в ъ 
в ъ т о ч к е О д в а перпендикуляры ОР и OQ къ лпніп AB, п р о в е -
д е м ъ плоскость ч р е з ъ эти перпендикуляры. 

2 . Е с л и точка О лежитъ в н е линіи AB, т о и з ъ О о п у с к а е м ъ 
перпендикуляръ на линію Л В , который п е р ѳ с е ч е т ъ е е , поло-
жимъ, в ъ Р; ч р е з ъ точку Р проводимъ лппію PQ перпендикуляр-
н у ю къ AB; плоскость , проходящая ч р е з ъ линіи ОР и PQ бу-
д е т ъ искомая плоскость . 

2 2 9 . Ч р е з ъ т о ч к у О проводимъ лнніи ОР и OQ, с о о т в е т -
с т в е н н о параллельныя линіямъ AB и MN; плоскость , п р о х о д я щ а я 
ч р е з ъ ОР и OQ, б у д е т ъ искомая плоскость . 

2 3 0 . Ч р е з ъ какую нибудь т о ч к у С прямой AB ироводнмъ ли-
" U 0 С Ч параллельную лиши MN; плоскость , п р о х о д я щ а я ч р е з ъ 
AB и CD, б у д е т ъ искомая плоскость . 

2 3 1 . О п у с т и в ъ изъ точки О перпендикуляръ ОР на плоскость 
к ъ л и н ш В О І ' М Ъ Ч Р 6 8 Ъ Т ° Ч К У ° ш о с к о с т ь перпендикулярную 

2 3 2 Ч р е з ъ линію AB проводимъ п л о с к о с т ы і а р а л л е л ь н у ю пря-
мой Л/Л и ч р е з ъ линію MN плоскость параллельную прямой 
ли, р а з с т о я н ш э т и х ъ д в у х ъ плоскостей ость искомое р а з с т о я и і е 



— 2 9 2 . — 

Г Л А В А I V . 

2 3 3 . И с к о м а я с т о р о н а р а в н а 4 0 . 
234. И с к о м ы й о б ъ е м ъ в о з д у х а р а в е н ъ 42181,5369... к у б . Ф. 
2 3 5 . 5 1 , 4 8 к у б . Фут . в о д ы . 

2 3 6 . Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь р а в н а ЗЛ H ' - h - ^ j - = 3 2 9 9 , 5 3 ; 

а о б ъ е м ъ р а в е н ъ — R ' H — 1 5 7 6 7 , 7 

2 3 7 . В ы с о т ы полной пирамиды и о т с ѣ ч е н н о й ч а с т и е я б у -
m l l п Н , , 

д у т ъ р а в н ы — — п и ——-- . П л о с к о с т ь п а р а л л е л ь н а я о с н о в а н і я м ъ 

n - f a L 

па р а з с т о я н і и Я . ^ ^ — о т ъ н и ж н я г о о с н о в а н і я р а з -

д е л я е т ! . у с е ч е н н у ю п и р а м и д у н а д в е р а в н о в е л и к і я ч а с т и . 
2 3 8 . Е с л и ч р е з ъ А о з н а ч и м ъ в ы с о т у пирамиды, т о п л о с к о с т ь 

А 
параллельная о с н о в а н і ю , о т с т о я щ а я на о т ъ в е р ш и н ы , р а з -

д ѣ л и т ъ п и р а м и д у на д в е р а в н о в е л и к і я ч а с т и . 
2 3 9 . Р а з д е л и в ъ к а к у ю н и б у д ь с т о р о н у о с п о в а п і я ЛВС, н а п р . 

с т о р о н у ЛВ, в ъ т о ч к е D н а ч а с т и в ъ о т н о ш е н і и m: я , п р о в е -
д е м ъ п л о с к о с т ь ч р е з ъ т р и т о ч к и S, С и В. 

2 4 0 . О б ъ е м ъ в с е й пирамиды р а в е н ъ — — , ü . ' - D — . а о б ъ е м ъ 
3 Ыв-У/Ь) 

я . ь. v ъ 
о т с е ч е н н о й пирамиды р а в е н ъ т = . • 

з (V/ ß — V й) 

Г .1 Л В А V . 

2 4 1 . Р а з с т о я н і е р а в н о 6 . Ф. 
2 4 2 . И з ъ какой н и б у д ь т о ч к и п о в е р х н о с т и ш а р а о п н с ы в а е м ъ 

на н е й о к р у ж н о с т ь какнмъ н и б у д ь р а д і у с о м ъ г и, в з я в ш и на 
этой о к р у ж н о с т и т р и какія н и б у д ь т о ч к и Л, В и С, с т р о и м ъ на 
к а к о й н и б у д ь п л о с к о с т и т р и у г о л ь н и к ъ Л В С и о п н с ы в а е м ъ около 
н е г о к р у г ъ . П у с т ь О б у д е т ъ ц е н т р ъ э т о г о к р у г а и В О В , д і а -
м е т р ъ . П р о в е д я лппію O K п е р п е н д и к у л я р н о к ъ э т о м у д і а м е т р у , 
п о с т р о п м ъ п р я м о у г о л ь н ы й т р и у г о л ь н и к ъ ВОЕ, в ъ к о т о р о м ъ г и -
п о т е н у з а ВЕ=г. Е с л и в ъ с р е д н и е липіи BE в о з с т а в н м ъ п е р -
п е н д и к у л я р ъ и продолжимъ е г о д о п е р е с ѣ ч с н і я с ъ л и и і е ю ОЕ, 
или с ъ п р о д о л ж е н і е м ь е я в ъ т о ч к е Р , т о г д а РЕ б у д е т ъ и с к о м ы й 
р а д і у с ъ . 

2 4 3 . О б ъ е м ъ у с ѣ ч е н н а г о к о н у с а р а в е н ъ 2 , 5 6 9 4 3 к у б . Ф. 

- 1-65 — 

5 v S 
2 4 4 . О б ъ е м ъ ш а р а р а в е н ъ — І - — = . 

6 \/ i t 
2 4 5 . П о в е р х н о с т ь р а в н а 5 0 9 2 9 6 2 к в а д р . м и р і а м е т р ; о б ъ е м ъ 

р а в е н ъ п р и б л и з и т е л ь н о 1 0 8 1 мнлліоновъ к у б и ч . м п р і а м е т р о в ъ 
2 4 6 . Р а д і у с ъ ш а р а р а в е н ъ 0 , 2 8 2 . . Фут . 
2 4 7 . Р а д і у с ъ р а в е н ъ 1,336. . Ф у т . 
2 4 8 . П о в е р х н о с т ь п о я с а р а в н а 2 0 2 8 0 0 к в а д . м и р і а м е т р . 
2 4 9 . П о в е р х н о с т ь п о л о с ы р а в н а 2 1 0 6 0 0 к в а д р . м и р і а м е т р . 
2 5 0 . В ы с о т а ц и л и н д р а р а в н а 2 , 4 1 7 . . Фут. 
2 5 1 . О б ъ е м ъ к о н у с а р а в е н ъ 1 0 1 7 , 8 7 . . . к у б . ф у т . 
2 5 2 . Р а д і у с ъ р а в е н ъ 0 , 6 8 2 7 . . . ф у т . 
2 5 3 . В ы с о т а л и т р а р а в н а 1 , 7 2 0 5 д е ц и м е т р . , a р а д і у с ъ о с н о -

в а н і я р а в е н ъ 0 , 4 3 0 1 д е ц и м е т р . 
2 5 4 . П о в е р х н о с т и д в у х ъ ц и л и н д р о в ъ р а в н ы , а о б ъ е м ы и х ъ о б -

р а т н о п р о н о р ц і о п а л ь н ы и х ъ в ы с о т а м ъ . 
2 5 5 . Т о л щ и н а о б о л о ч к и р а в н а 0 , 0 0 0 7 миллиметр. 
2 5 6 . З а м е т и в ъ , ч т о с т о р о н а о п и с а н н а г о т р и у г о л ь н и к а р а в н а 

2 \ / 3 г , а в ы с о т а е г о р а в н а 3 г , н а й д е м ъ 1) п о в е р х н о с т ь ш а -
р а — і г У , 2) б о к о в а я п о в е р х н о с т ь цилиндра — 4 v r * , а полная 
п о в е р х н о с т ь — бтгг"; 3) б о к о в а я п о в е р х н о с т ь к о н у с а — бтгг , 

4- , 
полная п о в е р х н о с т ь е г о — 9 і г г 5 ; 4) о б ъ е м ъ ш а р а ^ - и г , 

5) о б ъ е м ъ ц и л и н д р а — 2ттг ' , 6) о б ъ е м ъ к о н у с а — Зто-3 . 

К О Н Е Ц Ъ . 
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В , н а В 
А, 
у г о . г ь а 
AB 
ВС 
СВ 
ÜC 
A, А, 

B,C,D, 
Л 
р а в н о 5 
EGD 
С fi = CD, 
а. АЕ — с. BE = ad 
о п и с а н н а г о 
о п и с а н н а г о о к о . ю 

к р у г а 

КЛВ 
( q * - f - 4 r " 

4г(а'—іг') 

Должно быть: 
С, н а С 
А 
у г о . г ь 6 
AB 
BE 
СВ_ 
DB 
А,В, 
A,C,D, 
Л , 
р а в н о 2 
CGD 
С fi = CD 
а. АЕ—с. BE — a.b 
в п и с а н н а г о 
в п и с а н н а г о в ъ 

к р у г ъ 

АКВ 
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